﻿BIBLIOTECA CERCULUI MATEMATIC NUMĂRUL G RADEMAKHER și O TEPLITS NUMERE SI FIGURI experimente MATEMATIC GÂNDIRE A TREIA EDITIE Traducere din germana V I KONTOV TA Editat, cu completări și note Colegiul de Matematică NMU EDITURA DE STAT LITERATURA FIZICĂ ȘI MATEMATICĂ MOSCOVA i ) eu ) ADNOTARE Cartea conține de eseuri scurte pe diverse teme din matematică Fiecare dintre ele reprezintă un exemplu de cercetare științifică elegantă și accesibilă; citirea lor nu necesită nicio pregătire matematică specială - cunoștințe suficiente dobândite în liceu Valoarea cărții constă în faptul că nu doar introduce cititorul în materialul la care lucrează știința, ci arată și metodele științifice în acțiune Din acest punct de vedere, cartea este un fenomen excepțional în lumea literaturii populare Rademacher Hans, Teplitz Otto Numere si figuri Experiențe de gândire matematică Editor I E Morozova Tehnolog, editor V N Kryuchkova Corrector V Avtokeyeva Depus la set / Semnat spre publicare /III Lucrare X SW Fiz cuptor l Într-un cuvânt, coace l Uch -ed l Tiraj de exemplare Preț pentru cărți copeici Ordinul nr Editura de stat de literatură fizică și matematică Moscova, V- , prospect Leninsky, Prima tipografie exemplară numită după A A Zhdanov Consiliul Economic al orașului Moscova Moscova, Zh- , Valovaya, CONŢINUT De la editor Prefață la prima ediție germană Prefaţă la cea de-a doua ediţie germană O serie de numere prime Trasee într-o reţea de curbe Sarcini multiple la maximum Segmente incomensurabile și numere iraționale O proprietate minimă a unui triunghi format din bazele înălțimilor, după G Schwartz Aceeași proprietate minimă a unui triunghi prin L Feuer Elemente de teoria multimilor Secţiuni ale unui con circular drept Despre probleme combinatorii Problema lui Warnng Pe curbe închise care se autointersectează Descompunerea unui număr în factori primi este unică? Problema celor patru culori Poliedre regulate Numerele lui Pitagore și conceptul teoremei lui Fermat Cercul de închidere al unei colecții de puncte Exprimarea aproximativă a numerelor iraționale prin rațional Mecanisme de ghidare rectilinie articulate Numerele perfecte Dovada nemărginirii unei serii de numere prime după Euler ■ Fundamentele sarcinilor la maximum Figura care are cea mai mare suprafață pentru un perimetru dat (metoda Steiner cu patru balamale) CUPRINS Fracții zecimale periodice Despre o proprietate caracteristică a unui cerc Curbe de lățime constantă Nevoia de busolă în construcția elementului Geometrie Despre o proprietate a numărului Adăugiri și note DE LA EDITOR Cartea savanților germani de seamă Hans Rademacher și Otto Toeplitz "Numerele și cifrele" ocupă un loc foarte special printre lucrările științifice populare din matematică Publicată mai întâi în și apoi retipărită și tradusă în mod repetat, această carte poate fi inclusă printre lucrările "clasice", binecunoscute tuturor celor interesați de popularizarea matematicii și care au avut o influență semnificativă asupra întregii literaturi ulterioare de acest fel Această carte, care fusese publicată anterior de două ori în limba rusă (în și ), a avut o influență foarte mare asupra literaturii noastre științifice populare, în special asupra seriei de cărți "Biblioteca cercului matematic" Ideea principală a autorilor ar trebui să fie recunoscută ca fiind foarte reușită - crearea unui fel de "cititor matematic" dintr-un număr de pasaje fără legătură în exterior, care stabilesc întrebări izolate legate de diferite ramuri ale matematicii Toate aceste pasaje luate împreună ar trebui să ofere cititorului o impresie destul de bună, dacă nu despre știința matematică, apoi despre gândirea matematică, cunoașterea căreia este o sarcină mult mai importantă decât simpla cunoaștere a faptelor matematice Iar cartea lui G Rademacher și O Toeplitz atinge acest ultim scop în cea mai bună măsură - acest lucru este asigurat de o selecție foarte atentă a subiectelor care sunt foarte elementare în ceea ce privește aparatul folosit, dar suficient de profunde și semnificative în esență, problemele implicate și o prezentare atentă care evidențiază punctele cheie ale dovezilor și subliniind latura ideologică a problemei Această carte a dezvăluit pentru prima dată toate posibilitățile inerente unui astfel de sistem de prezentare - și a fost urmată de numeroși "cititori matematici" de asemenea tip, niciunul dintre care, totuși, nu avea DE LA EDITOR succesul acestei cărți Apariția cărții lui Rademacher și Toeplitz a avut un efect puternic și asupra activităților cercurilor matematice școlare și elevilor, cultivând în ele prezentarea unor "studii matematice" disparate în contrast cu cercurile cu o temă clar definită Ediția actuală, a treia, în limba rusă a cărții de G Rademacher și O Teplitz este inclusă în seria de cărți "Biblioteca cercului matematic", destinată elevilor de liceu și juniorilor și destinată utilizării în cercurile matematice; nu se poate decât să regrete că nu formează primul număr al acestei serii, care a fost creată sub influența notabilă a acestei cărți În pregătirea acestei ediții, ne-am abținut să facem adăugări sau modificări textului principal, deși nu ar fi dificil să subliniem o serie de subiecte "cerșitoare" pentru această carte și, în unele cazuri, ar fi posibil să sugerăm câteva îmbunătățiri în prezentarea adoptată aici Pe de altă parte, au fost recompilate "Notele și completările" ale cărții, în care sunt parțial folosite și "Notele și completările" ale autorului Aici, în special, există numeroase referiri la literatura ulterioară, în primul rând la alte cărți din seria "Biblioteca cercului matematic" Aceste "Note" pot fi bine omise din lectura inițială a cărții; ele vor fi totuși utile unui vorbitor dintr-un cerc matematic cu un raport despre această carte, precum și conducătorului cercului, sau unui cititor care dorește să aprofundeze și să completeze materialul conținut aici I M Yaglom PREFAȚĂ LA PRIMA EDIȚIE GERMANĂ În spatele simbolismului specific al formulelor, în spatele integralelor și sigma-urilor, ca în spatele unui zid înalt, matematica s-a retras din lumea din jurul ei Ceea ce se întâmplă în spatele acestui zid rămâne de obicei un mister pentru cei neinițiați și, în efortul de a-l dezvălui, el își imaginează un mecanism fără sânge de "numere moarte", funcționând conform legilor necesității interne Pentru cei care rămân în spatele zidului, adesea închide orizontul, îi împiedică să privească lumea exterioară; se lasă purtat de posibilitatea de a evalua faptele matematice după propriile standarde și găsește o satisfacție deșartă în faptul că profanul nu pătrunde în domeniul său Este posibil să spargă acest zid de nepătruns și să deschidă matematica către "neinițiați" și, în plus, în așa fel încât să-i aducă experiența propriei sale participări active la cunoștințele și creativitatea matematică? Poate că o astfel de percepție "activă" a matematicii este disponibilă doar unui cerc restrâns de "dotați matematici"? Desigur, doar câțiva sunt înzestrați cu talent matematic în sensul propriu al cuvântului, adică capacitatea de a descoperi independent noi adevăruri matematice Dar până la urmă, de exemplu, doar câțiva posedă și talent muzical, adică capacitatea de a crea opere muzicale de o valoare suficient de mare Între timp, întâlnim o mulțime de oameni care înțeleg muzica, care sunt capabili să "cante muzică", în orice caz, găsesc bucurie în muzică Ni se pare că dacă am putea depăși doar neîncrederea cu care foarte mulți, sub influența experiențelor școlare întâmplătoare, se feresc de tot ce ține de matematică, atunci nu ar exista mai puțini oameni înclinați să "improvizeze" în domeniul lucrărilor simple de artă matematică decât amatorii activi muzică PREFAȚĂ LA PRIMA EDIȚIE GERMANĂ Sarcina pe care ne-am propus-o este tocmai să arătăm că prejudecata împotriva matematicii dispare dacă doar ideea care stă la baza lucrării matematice este prezentată într-o formă deschisă, neaglomerată nici cu formule, nici cu calcule complexe Ne străduim aici să dăm o idee despre diversitatea tuturor acelor fenomene care sunt unite prin conceptul de "matematică", o idee despre matematică ca atare, despre valoarea ei intrinsecă, pe care o posedă în sine Am încercat de multe ori să vorbim despre matematică referindu-ne la non-matematicieni În același timp, unii, în efortul de a găsi acces la cititor, au încercat să evidențieze semnificația sa practică: au subliniat beneficiile pe care matematica le poate oferi în aplicații tehnice sau de altă natură, ilustrând acest lucru cu exemple ușor de înțeles Alții au scris cărți despre jocuri de matematică și divertisment; sunt multe lucruri amuzante în ele, dar ele oferă doar o caricatură a ceea ce ar trebui să fie numit matematică În cele din urmă, încă alții expun bazele matematicii în termeni de implicații filozofice generale; un cititor interesat de matematică pură ar fi deosebit de entuziasmat de o asemenea evaluare a matematicii - din punctul de vedere al teoriei cunoașterii și al unei viziuni generale asupra lumii Cu toate acestea, această abordare ni se pare a fi în esență doar o abordare externă a matematicii, o străduință de a evalua matematica la o scară care se află în afara ei înșiși În această carte nu suntem în măsură să elucidam influența pe care o au ideile prezentate aici asupra matematicii în sine, să luăm în considerare acele, ca să spunem așa, aplicații interne pe care o zonă a matematicii le găsește în alta Cu alte cuvinte, suntem forțați aici să renunțăm la încercarea de a transmite ceva foarte esențial pentru natura clădirii matematice: de la dezvăluirea uimitoarelor conexiuni interne care pătrund în această clădire în toate direcțiile În acest moment, lepădarea noastră de sine nu este voluntară, căci cele mai grandioase descoperiri au fost făcute tocmai în stabilirea unor astfel de conexiuni interne, în stabilirea acestor largi interdependențe Totuși, pentru a se familiariza cu ele, cititorul ar avea nevoie de o pregătire amplă și profundă, în plus, de o pregătire temeinică, iar aceasta nu mai este intenția noastră Pe scurt, centrul de greutate al prezentării noastre nu va sta în faptele în care O PREFAȚĂ LA PRIMA EDIȚIE GERMANĂ de obicei conținutul științei este dezvăluit unui nespecialist, dar în tipurile de fenomene (fenomene) matematice, în metoda punerii întrebărilor, în căutarea soluțiilor la întrebările puse Înțelegerea lucrărilor matematice mari, a teoriilor ample, desigur, necesită o pregătire îndelungată și un efort considerabil Dar același lucru este valabil și pentru muzică O persoană care a venit pentru prima dată la un concert va putea cu greu să aprecieze Arta Fugii a lui Bach și să înțeleagă structura unei simfonii Dar la urma urmei, alături de compozițiile muzicale grandioase, există și așa-numitele "forme mici", în care farmecul marii arte pândește uneori și al căror geniu poate fi dezvăluit tuturor Am vrut să extragem de aici aceleași "forme mici" din vasta lume a matematicii: o serie de subiecte, fiecare dintre acestea putând fi înțeleasă în sine, fiecare poartă propria sa valoare intrinsecă Într-o prezentare de prelegere, un astfel de subiect se încadrează într-o oră, iar ascultătorul nu se deranjează să se conecteze cu alte subiecte sau științe școlare Teoremele privind egalitatea triunghiurilor și regulile de înmulțire a parantezelor, cititorul își va aminti treptat când citește Valoarea estetică a unei lucrări muzicale constă nu numai în linia principală a melodiei: o ușoară variație a temei principale, o modulare neașteptată poate da întregii lucrări o nouă ascuțire, dar numai cel care ascultă prima tema principală va fi capabil să prindă și să glumească asta În același sens, cititorul nostru ar trebui să "asculte" și motivul principal al problemei, care deschide cutare sau cutare subiect, la formularea ei, la primele exemple simple care întăresc această temă, înainte de a se desfășura un asalt decisiv asupra ideii centrale ; ar trebui să urmeze șirul gândirii puțin mai activ decât este necesar de obicei atunci când citește Atunci toate obstacolele din calea stăpânirii ideii principale vor dispărea în fața lui Îi va fi dat, parcă, să participe la drama "căutării - descoperirii" unor mari gânditori care, părăsind uneori vastele clădiri ale teoriilor generale pe care le-au creat, au ridicat cutare sau cutare simplu fapt matematic într-un mic proces operă de artă, care era un prototip fragmentar al "matematicului" G, Rademacher, O Teplitz PREFAȚĂ LA A DOUA EDIȚIE GERMANĂ A doua ediție diferă doar foarte puțin de prima Subiectul opt ("Secțiuni ale unui con circular drept") a fost înlocuit cu un subiect mai puțin cunoscut din combinatorică *) În cel de-al șaselea subiect, cu amabila îngăduință a autorului, se dă o altă dovadă încă nepublicată, remarcabilă prin simplitate și apropiată atât ca conținut cât și ca metodă de subiectul acestui subiect Unii critici ne-au făcut să pară că anumite departamente de matematică au fost jignite în cartea noastră; în timp ce unii au avut în vedere algebră, alții - geometrie Ne-am abate de la obiectivele acestei cărți, conturate în prefața la prima ediție, dacă am ține cont de aceste obiecții Tema în sine nu a fost nicăieri decisivă pentru noi; totul depindea de faptul dacă putea fi afirmat atât de simplu, fără a apela la ceva cunoscut cititorului în prealabil și la fel de strict cum am încercat să facem în următoarele douăzeci și șapte de studii Pentru a oferi cititorului ideea de matematică pe care o urmărim aici, nu contează deloc din ce discipline speciale sunt trase subiectele noastre Recepția pe care cartea a primit-o în rândul cititorilor și al celor mai mulți critici arată, credem, că intențiile noastre au fost în general înțelese corect G Rademacher, O Teplitz ') Ediția rusă a lăsat și subiectul secțiunilor unui con circular drept (Notă, traducere) O SERIE DE NUMERE PRIME Numărul este egal cu produsul a două numere: și Numărul nu poate fi extins în acest fel în doi factori Prin urmare, se numește număr prim În general, un număr prim sau inițial este un număr întreg pozitiv care nu poate fi descompus în doi factori mai mici și sunt și numere prime; dimpotrivă, numărul nu este prim, deoarece = - în sine este, de asemenea, un număr prim În raport cu , discuția despre posibilitatea factorizării unui număr în factori își pierde sensul Astfel primele numere prime sunt , , , , , , , , , , , , La prima vedere este clar că serialul este oarecum bizar; nicio lege simplă nu se regăsește direct în structura sa Orice număr poate fi factorizat atâta timp cât nu se descompune numai în numere prime Reprezentând ca - , vedem acest lucru pentru direct; = - , dar la rândul său = - , deci = • • este produsul a trei factori primi; \u d - \u d - - \u d - - - este descompus în patru factori, dintre care unul, și anume , se repetă de mai multe ori Este clar că, în ipoteza unor astfel de repetiții, o astfel de factorizare în factori primi este fezabilă pentru orice număr Prin urmare, numerele prime sunt în acest sens, parcă, elementele de bază din care este construită întreaga serie de numere În Cartea a IX-a a Elementelor lui Euclid se pune întrebarea: are șirul numerelor prime un sfârșit? Și răspunsul la această întrebare este dat și acolo: se demonstrează că după fiecare număr prim mai poate fi indicat unul, număr prim mai mare, adică seria numerelor prime este infinită ['] SERIE DE NUMERE PRIME Dovada lui Euclid este extraordinar de ingenioasă Se bazează pe următoarea remarcă simplă Tabel rezultat din înmulțirea numerelor consecutive cu : , , , , , , , , , conține toate numerele care includ numărul ca factor; nu intră în niciun alt număr , în special, nu intră în niciunul dintre acele numere care urmează imediat numerele acestei secvențe, adică pentru multiplii numărului ; astfel sunt, de exemplu, = - -Jl, = - -Jl etc În mod similar, numărul nu poate fi un multiplu al numărului imediat care urmează multiplilor lui , cum ar fi = - - ; același lucru va fi valabil și pentru , etc Euclid construiește numere - - - - - - - - - - = - = -i = - - = - - - - N - = it etc , care se obțin prin înmulțirea primelor câteva numere prime și adăugarea unuia la produsul rezultat Este uşor de observat că numerele astfel obţinute nu pot conţine ca factori acele numere prime cu care ele însele au fost construite De exemplu, ultimul dintre numerele de mai sus nu este divizibil cu , deoarece este cu mai mult decât un multiplu al lui ; dar este, de asemenea, cu mai mult decât un multiplu de sau orice alt număr prim folosit în formarea lui Prin urmare, niciunul dintre numerele , , , și nu poate intra în el ca factor Dacă prin urmare, spre deosebire de numerele , , , , care sunt prime, numărul nu era prim, atunci se poate fi sigur că niciunul dintre numerele , , , , , nu este deja nu intră în el ca factor și că cel mai mic factor prim al său trebuie să fie mai mare decât Într-adevăr, după mai multe încercări, se poate constata că \u d - ; ambele aceste numere - și și - sunt numere prime mai mari decât SERIE DE NUMERE PRIME Acest raționament va fi valabil chiar dacă vom continua procesul de formare a unor astfel de numere atât cât ne place Fie p un număr prim; formăm din toate numerele prime de la la p numărul - - - = V; atunci niciunul dintre numerele prime , , , , , p folosite aici nu va introduce ca factor N În acest caz, fie N însuși va fi un număr prim și, în plus, depășește semnificativ p, fie N vor fi descompuse în factori primi, evident diferiți de numerele , , , , p, adică mai mari decât p În ambele cazuri, trebuie să existe numere prime mai mari decât p Fiecare număr prim este astfel urmat de altul mai mare Și acest lucru a fost necesar pentru a demonstra [ ] Nu se știe ce ar trebui să ne surprindă cel mai mult în acest text al lui Euclid: dacă matematicienii greci ar putea ridica o astfel de întrebare de dragul lor, dintr-o atracție interioară pentru gândirea matematică, adică din motive care nu sunt caracteristice niciunuia dintre popoare mai vechi și moștenite de culturile ulterioare doar de tradiția greacă; sau că au pus tocmai această întrebare, care scapă atât de ușor observatorului naiv, care i se pare inactiv și banal, întrebare a cărei întreaga dificultate și profunzime i se dezvăluie doar celui care a încercat fără succes să găsească o lege simplă pentru o serie de numere prime, o lege care permite cuiva să continue pe termen nelimitat acest rând Poate cel mai surprinzător lucru aici este că grecii au reușit să ocolească absența unei astfel de regularități prin dispozitivul iscusit de probă cu care tocmai ne-am familiarizat La urma urmei, demonstrația lui Euclid nu dă deloc un prim lângă p, ci în general doar un număr care se află de obicei foarte departe de p, de exemplu, ca număr prim, evident mai mare decât , demonstrația dă nu , ci ; pentru dă numărul prim și așa mai departe Într-adevăr, există de obicei multe alte numere prime între primul dat de demonstrația lui Euclid și cel mai apropiat număr prim Aceasta este tocmai dovada acelui mare simț al tactului cu care matematicianul grec, atât de înțelept SERIE DE NUMERE PRIME limitându-se, a deschis calea într-o structură atât de complexă a unei serii de numere prime [*] Pentru a da aici o idee ceva mai concretă a complexității acestei structuri, vom arăta că în seria numerelor prime pot exista lacune arbitrar mari; de exemplu, vom arăta că între o mie de numere succesive este posibil să nu existe un singur număr prim În acest caz, pornim de la considerații foarte apropiate de cele ale lui Euclidean [ ] Am observat mai sus că numărul - - - = nu este divizibil cu niciunul dintre numerele prime , , Să folosim acum circumstanța simplă că și suma a două numere divizibile cu este divizibilă cu și că o proprietate similară rămâne adevărată pentru , și, de asemenea, pentru fiecare alt divizor De aici tragem concluzia că niciunul dintre numere - - - = ; - - - = ; - - - = ; - - - = ; - - - = nu poate fi simplu; căci numărul adăugat la este divizibil în toate aceste cazuri fie cu , fie cu , fie cu , și întrucât este și divizibil cu ele, suma este și ea divizibilă Numai cu privire la următoarea sumă • • -} - = nu se mai poate argumenta în acest fel și, într-adevăr, numărul nu este divizibil nici cu , nici cu , nici cu și, prin urmare, este în sine un număr prim Notând acum primul număr simplu de patru cifre (și anume ) cu p și formând o mie de numere consecutive - p - , - P - , , - p - , aplicați lor metoda de raționament tocmai ilustrată Deoarece fiecare dintre numerele , , , este divizibil cu cel puțin unul dintre numerele prime , , , p, în timp ce produsul - p este divizibil cu toate aceste numere, atunci fiecare dintre sumele de mai sus este divizibil cu cel puțin unul dintre aceste numere prime; aceasta înseamnă că niciunul dintre ele nu poate fi număr prim Deci, am găsit o mie de numere consecutive, printre care nu există un singur prim Desigur, trebuie să mergem destul de departe în seria numerelor prime înainte de a întâlni un astfel de decalaj Dar dacă mergi suficient de departe, poți, urmând același principiu, SERIE DE NUMERE PRIME găsiți un decalaj care se întinde pe un milion de numere consecutive și, în general, goluri de dimensiuni arbitrar mari Această a doua problemă, oricât de apropiată ar fi de prima atât prin natura întrebării, cât și prin metoda demonstrației, nu apare la niciunul dintre matematicienii greci A fost propusă de noua matematică, conectând cu ea o întreagă gamă de întrebări suplimentare, care în cele mai multe cazuri sunt departe de a fi atât de simplu de demonstrat; din aceste întrebări s-a dezvoltat una dintre cele mai profunde, una dintre cele mai interesante domenii ale analizei matematice cu problemele sale nerezolvate Ne vom opri aici la un mic exemplu, care se pretează studiului prin metoda lui Euclid și ne permite să ne facem o idee despre direcția în care matematica modernă extinde problemele grecilor Mai sus, am considerat mai întâi numerele , , , , obținute prin înmulțirea șirului numerelor naturale cu , iar apoi șirul următoarelor numere , , , ; acum luați în considerare cele rămase după acest număr , , , , , , , , , adică numere care, împărțite la , au un rest de Să arătăm că numai printre aceste numere există deja o mulțime nenumărabilă de numere prime, adică vom arăta că șirul numerelor prime , , , , nici nu are sfârșit Dovada necesită o simplă observație preliminară Dacă înmulțim oricare două numere din succesiune , , , , , , atunci rezultatul este un număr aparținând aceleiași șiruri Într-adevăr, toate aceste numere, atunci când sunt împărțite la , dau un rest de unu și arată ca x ~ unde x este afacere; dacă înmulțim două astfel de numere, de exemplu Zl: - și 'iy -j- , atunci obținem: (Zx ) (Zu " ) \u d xy -Zu C-Zx - \u d \u d z (Zxy -y -x) - , adică din nou un număr, unul mai mult decât un multiplu de trei SERIE DE NUMERE PRIME Dintr-o simplă remarcă rezultă că printre factorii primi ai oricăruia dintre numerele din șirul , , , , există întotdeauna cel puțin unul care aparține aceleiași șiruri Deci, de exemplu, pentru - - acesta este factorul , iar pentru = - - factorul Într-adevăr, niciunul dintre acești factori primi nu poate aparține seriei , , , , în care are un singur număr prim Pe de altă parte, dacă numărul în cauză a fost format numai din factori primi aparținând șirului , , , , atunci, conform observației anterioare, acesta însuși ar trebui să aparțină aceleiași secvențe Astfel, pentru ca un număr să aparțină șirului , , , AND, , trebuie să conțină cel puțin un factor prim aparținând aceleiași secvențe Acum putem demonstra cu ușurință afirmația de mai sus Pentru a face acest lucru, va fi necesar doar să modificați ușor dovada lui Euclid, și anume, în locul expresiei - - - - />C- =N luați în considerare expresia - - - - p - = I, care, fiind cu unul mai mic decât multiplu de , aparține șirului , , , , Numărul M, de asemenea ca N, nu este divizibil cu niciunul dintre numerele prime , , , , , , p Indiferent dacă M însuși este un număr prim sau dacă poate fi descompus în mai mulți factori primi, în ambele cazuri aceste numere prime vor fi mai mari decât p Propoziţia dovedită mai sus afirmă că printre aceşti factori trebuie să existe cel puţin unul care aparţine şirului , , , , , deci, arbitrar departe ['] Totuși, acest lucru nu prejudecă întrebarea dacă șirul , , , , , conține și infinit de numere prime; nu este nimic imposibil în presupunerea că din întregul set de numere prime, un număr infinit dintre ele intră în succesiune RUTE ÎN REȚEAUA CURBURILOR , , , și doar un număr finit - pentru șirul , , , ; numărul lor total este încă infinit de mare Dovada că a doua secvență conține și infinit de numere prime necesită metode complet diferite, idee pe care vom încerca să o dăm într-unul din studiile următoare ['] Am vrut doar să arătăm aici că matematica modernă, nu numai în cazuri speciale individuale, ci și în probleme de importanță cardinală - atât în formularea întrebărilor, cât și în metodele de soluționare a acestora - se alătură grecii Acest lucru ar trebui subliniat mai ales după ce O Spengler și-a prezentat teza spectaculoasă, care a stârnit mare zgomot, că matematica greacă și cea modernă se presupune că nu au nimic în comun una cu cealaltă, că sunt în esență două matematici diferite [ ] În orice caz, cu ajutorul unei astfel de formule schematice, este imposibil să afișăm întreaga complexitate a relațiilor care au loc în realitate RUTE ÎNTR-O REȚEA DE CURBE Autoritatea Căilor Ferate Orașului intenționează să regrupeze rutele pe care le deservește rețeaua de tramvai într-un mod nou Acesta propune distribuirea acestor rute în așa fel încât fiecare linie să fie de acum înainte deservită de o singură rută; la Acest lucru dă dreptul pasagerului de a schimba rutele cu același bilet și de a efectua atâtea transferuri câte are nevoie pentru a ajunge la destinație Sarcina este să să determine cel mai mic număr de trasee necesare pentru implementarea integrală a acestui principiu Pentru un oraș mic unde poate fi rețeaua feroviară prezentat schematic in Fig , problema este rezolvată foarte simplu Trebuie fie să stabilim o rută pe linia AB și alta pe linia CD, fie să combinăm AK și KD într-o singură rută și să atribuim o a doua rută pe linia VKS sau, RUTE ÎN REȚEAUA CURBURILOR în cele din urmă, desenați o rută de la A prin K la C și alta de la B prin K la D Este evident că toate posibilitățile sunt epuizate prin aceasta și că două rute sunt necesare pentru oricare dintre aceste combinații O singură rută nu este suficientă, indiferent de modul în care combinăm cele patru linii AK, VK, SK și DK În același timp, excludem soluțiile care evident nu sunt potrivite problemei; astfel, de exemplu, este imposibil să se încheie traseul care duce de la K într-un punct R și să se atribuie o altă rută de la R la B, adică să se aranjeze un punct de transfer la R, așa cum este uneori necesar în legătură cu lucrările de reparație În astfel de condiții, am avea nevoie, desigur, de mai mult de două rute și am putea chiar să creștem cât ne place - numerotează-le într-un mod similar in orice caz Xx" \ sarcina, așa cum am menționat deja, cu- Xff I este să te descurci cu cele mai multe-V ' / mai puține rute În condiții ceva mai dificile, D s este conducerea în sarcina statului rețeaua autohtonă de tramvaie, reprezentată schematic în fig ; totuși, această schemă este încă destul de simplă Conducerea poate stabili în primul rând o rută circulară sau circulară de la A la B, C, D, E din nou la A, apoi, în al doilea rând, o rută diametrală de la A la F, G, H la D și, în final, la acestea două trebuie, Evident, să mai adauge trei trasee: EG, BF, CH, iar în total, astfel, să intre cinci rute Cu toate acestea, unul dintre ele poate fi salvat: de exemplu, primul și al doilea traseu pot fi combinate într-unul singur, forțând mașinile să alerge mai întâi de la A la B, C, D, E din nou la A și apoi mai departe, de la A la F , G, H la D Dar poate fi renunțat la trei rute? Sau luați în considerare un alt exemplu Conform diagramei din fig , putem atribui o rută de la A la B, C, D, E din nou la A și de acolo prin F la B Apoi, pentru a deservi întreaga rețea, avem nevoie de încă trei rute: FC, FD și FE Dar și aici, acest număr poate fi redus prin alocarea unei a doua rute de la C prin F la D și introducerea unui "navetă" pe tronsonul EF Drept urmare, ne descurcăm aici cu trei trasee, și RUTE ÎN REȚEAUA CURBURILOR la dezasambla, pentru două dintre ele, punctul A este o stație intermediară, iar pentru al treilea, acest punct servește ca punct final Dar se poate face doar cu două rute) În ultimele două cazuri (totuși, încă destul de simple), ne aflăm deja în fața unui număr relativ mare de posibilități de care avem nevoie cu aceeași claritate și completitudine ca și pentru circuitul din Fig , ca sa raspund la intrebare, se poate sa te descurci cu un numar mai mic de trasee sau nu? Și acum, prin proiectarea externă a problemei, care este atât de departe de condițiile și amploarea obișnuite ale rețelei de tramvai a marilor orașe, se conturează contururile unei probleme de matematică, însă, una foarte simplă În schema din fig noi doar a încercat toate posibilitățile și a primit răspunsul dorit (și anume, două rute) Cu toate acestea, nu putem numi o astfel de abordare a problemei matematică Și dacă epuizăm cu sârguință toate posibilitățile schemei din fig , până când suntem siguri că nu se poate face cu mai puțin de patru trasee, atunci această lucrare are la fel de puțin de-a face cu matematica ca, de exemplu, pacientul, chiar dacă fără erori, înmulțirea numerelor de șapte cifre Matematica, sau cel puțin o ușoară adiere de matematică, apare doar când găsim rezolvarea problemei nu prin revizuirea tuturor cazurilor și nu numai pentru o anumită schemă din Fig , ci prin raționament logic imediat pentru rețele și curbe arbitrar complexe Ideea la care se reduce soluția problemei noastre este extrem de simplă Acordați atenție unde ar trebui să fie sunt localizate punctele finale ale rutelor individuale În primul rând, este destul de clar că ar trebui să fie acolo unde se află capătul unuia dintre unele segmente ale rețelei noastre, de exemplu, pentru circuitul din Fig - la punctele A, B, C, D Întrucât în această schemă există doar patru puncte de capăt și întrucât fiecare traseu are cel mult două puncte de capăt (și anume, când este necircular), este clar că între aceste patru punctele finale trebuie să fie atribuite cel puțin două rute Astfel, soluția pe care am obținut-o mai sus prin încercare a fost acum ajunsă prin intermediul raționamentului general RUTE ÎN REȚEAUA CURBURILOR Dar în diagrama din fig nu are deloc capete libere Dar aici există puncte precum, de exemplu, A, în care converg trei direcții Dacă fiecare segment urmează să fie deservit de o singură rută, atunci este evident că trebuie să existe cel puțin un punct final al unei rute într-un astfel de punct Întrucât în schema din Fig astfel de puncte, deoarece este ușor de numărat, sunt opt, atunci ar trebui să existe cel puțin opt destinații ale traseelor Opt - din nou un număr par - numărul de capete ale celor patru rute Astfel, pentru circuitul din Fig trebuie setat la cel puțin patru rute", trei rute nu vor fi suficiente aici În schema din fig ne întâlnim cu o situație similară: există cinci puncte de intersecție de același tip cu cele considerate mai sus și, în plus, al șaselea punct - F, în care converg nu trei, ci cinci direcții și pe care îl vom numi "cel punctul de intersecție al ordinului " Două perechi din aceste cinci direcții pot aparține, după cum sa explicat mai sus, fiecare aceleiași rute, iar una rămâne redundantă, deci punctul F trebuie să fie în mod necesar punctul final Cele de mai sus sunt valabile pentru orice punct de intersecție de orice ordin impar Numărul de destinații rezultat, , este din nou par și necesită cel puțin trei rute, două ar fi insuficiente Acum este clar cum, pentru orice rețea de curbe, arbitrar complexă, se poate calcula în mod direct cel mai mic număr posibil de trasee necesare: trebuie să enumerați toate punctele de intersecție și să numărați câte dintre ele sunt puncte de ordin impar; atunci cel mai mic număr de trasee necesare va fi egal cu jumătate din numărul acestor puncte După ce am avansat până acum pe calea stăpânirii problemei noastre, acum intenționăm să o ducem la o concluzie; vom arăta că numărul de puncte de intersecție de ordin impar este întotdeauna par și că se poate descurca întotdeauna cu un număr de rute egal cu jumătate din numărul de puncte de ordine impar Este clar că, în general, orice sistem de curbe, oricât de complex ar fi, poate fi deservit de atât de multe rute încât nici un singur segment nu va fi deservit simultan de două rute - este necesar doar să se introducă un separat RUTE ÎN REȚEAUA CURBURILOR traseu ("navetă"), care va necesita atâtea trasee câte tronsoane există Dar, în același timp, este clar că, în general, introducem multe rute suplimentare în acest caz Suntem interesați de cel mai mic număr posibil de rute Este, de asemenea, clar că printre toate sistemele posibile de rute, așa-numitele "sisteme optime", adică sisteme cu cel mai mic număr de rute, trebuie să existe cu siguranță, la fel ca și printre elevi ai unei școli trebuie să fie cu siguranță cei mai mici, deși ce fel de elevi sunt aceștia și nu se poate stabili cu exactitate până când nu se verifică metricile Mai mult, este clar că un sistem de rută nu poate fi în niciun caz optim dacă conține puncte finale redundante, cum ar fi, de exemplu, punctul R din schema din Fig Sistemul nu poate fi optim chiar și atunci când în el nu s-a realizat nicio conexiune posibilă a rutelor și există puncte în care două rute diferite se îmbină cu punctele lor de capăt; în acest caz, este posibil să se reducă numărul de rute conectându-le în perechi (cum, de exemplu, în schema din Fig , rutele CF și DF au fost combinate) Sistemul optim de traseu nu permite astfel de reduceri Toate aceste perechi de rute din el sunt deja conectate, iar punctul de intersecție de ordin impar poate fi sfârșitul a cel mult o rută Un punct de intersecție de ordine uniformă nu poate fi deloc un punct final Rămâne de văzut dacă sistemele optime pot include rute inelare închise care nu au deloc puncte de capăt Am dat peste un traseu circular similar atunci când luăm în considerare schema din Fig Am reușit să eliminăm acest inel de acolo prin adăugarea rutei DHGFA la el în punctul A și reducând astfel numărul total de rute de la cinci la patru Această tehnică poate fi aplicată în toate acele cazuri când există un punct de intersecție de ordin impar pe traseul inel Astfel, în optim sistem (cu un punct de intersecție de ordin impar) nu poate exista o astfel de rută inelă, deoarece dacă există, numărul de rute ar permite reducerea Dacă toate punctele de intersecție aflate pe inel sunt de ordine uniformă, atunci putem face același lucru Fie A un astfel de punct de intersecție de ordin par MULTIPLE PROVOCĂRI PENTRU MAXIM (Fig ) pe un traseu circular (în formă de opt); direcția ulterioară a ramurilor (punctate) care emană din A nu este prezentată în figură și poate fi complet arbitrară După cum sa clarificat deja, punctul A din sistemul optim nu este cu siguranță punctul final pentru ramurile întrerupte care converg la A O rută care duce, de exemplu, de la B la A, își găsește continuarea în acest punct, să zicem, în ramurile AB În aceste condiții, putem opri traficul pe această rută BAE în punctul A, facem mașina să ocolească sună și numai după aceea îi permit să-și continue călătoria în direcția AE Inelul ar fi astfel inclus în traseul BAE, dar numărul total de trasee ar fi astfel redus cu unul, ceea ce este imposibil pentru un sistem optim Așadar, am ajuns la concluzia că în sistemul optim, punctele finale ale traseelor pot fi doar la puncte intersecții de ordin impar și exact un punct final pentru fiecare punct de intersecție Am constatat în continuare că într-un sistem optim nu pot exista trasee circulare deloc, cu excepția cazului în care întreaga rețea și toate punctele de intersecție de ordine uniformă disponibile în rețea acoperite de un singur traseu circular Astfel, numărul de puncte de intersecție de ordin impar este egal cu numărul de puncte finale ale rutei din sistemul optim De aici rezultă că numărul de puncte de intersecție de ordin impar este întotdeauna par și că este posibil să se stabilească rute astfel încât numărul lor să fie egal cu jumătate din numărul de puncte de intersecție de ordin impar Dacă punctele de intersecție sunt toate de ordine uniformă, atunci întrebarea este rezolvată printr-o singură rută circulară, nesfârșită ['] MULTIPLE PROVOCĂRI LA MAXIM Comparați între ele mai multe dreptunghiuri diferite având același perimetru, egale, să zicem, cm (Fig ) Dreptunghiurile joase alungite, a căror lățime este aproape de cm, au o suprafață mică, deci MULTIPLE PROVOCĂRI PENTRU MAXIM mai mici, cu atât înălțimea lor este mai mică; în același mod, aria dreptunghiurilor înguste înalte este cu atât mai mică, cu atât aceste dreptunghiuri sunt mai înguste Dreptunghiurile cu unele proporții intermediare au o suprafață relativ mare Se pune întrebarea: care dintre toate firele este mogoni cu perimetrul c' cm are cel mai mare plat J de rezervă Aceasta este o schemă tipică pentru cabane la maxim Dat *- sarcina este probabil cea mai simplă Fig și cel mai vechi dintre toți cabane de acest fel De aceea, pe el, mai bine decât pe oricare altul, puteți explica la maximum esența sarcinilor, ceea ce vom face înainte de a trece la analiza problemei căreia, de fapt, acest subiect este dedicat În cartea a VI-a a lui Euclid [°J această problemă este rezolvată prin următoarele metoda, principiul căruia îl vom reține complet, modificând oarecum doar forma de prezentare Să luăm un dreptunghi arbitrar ABCD cu un perimetru dat U și să construim, după cum se arată în fig , pătrat BEFG cu latura - U și, prin urmare, cu același perimetru І ; susținem că acest pătrat este tocmai soluția problemei noastre, adică că aria lui este mai mare decât aria dreptunghiului Cu locația pieței şobolan şi dreptunghi, care vedem în figură, au un dreptunghi comun (umbrit) S Pătratul este format din acest dreptunghi umbrit S și partea P; dreptunghiul dat ABCD este format din dreptunghiul umbrit S și partea Q Dar, deoarece semiperimetrul pătratului GB-\-BE este egal cu semiperimetrul dreptunghiului BC, de unde AG = CE, adică înălțimea dreptunghiului P este egală cu lățimea dreptunghiului Q În ceea ce privește cealaltă dimensiune a dreptunghiului P, este latura pătratului, între MULTIPLE PROVOCĂRI PENTRU MAXIM în timp ce a doua dimensiune Q este doar o parte a laturii pătratului și, prin urmare, este mai scurtă decât aceasta Dar dintre cele două dreptunghiuri care au câte o latură egală fiecare (Fig ), cel cu a doua latură mai mare este mai mare Astfel, aria lui P este mai mare decât aria lui Q și, prin urmare, PJS este mai mare, adică aria unui pătrat este mai mare decât cea a unui dreptunghi Latura dreptunghiului Q va fi atunci egală cu latura pătratului atunci când pătratul este luat drept dreptunghi de bază; in aceasta si numai in acest caz avem egalitatea celor considerati P C£)'>C£>">C£'"> , ( ) iar fiecare astfel de rest va fi diferența dintre diagonala și latura unuia dintre pătratele obținute succesiv în procesul de construcție: CD = CB - AB, CD' = CB - A'B, CD' = CB' - A'B', ( ) Segmente incomensurate și numere iraționale > = , Pe de altă parte, punctul segmentului , corespunde punctului pătratului cu numerele x'= , , >> = , Seria de nouă rezultată duce la faptul că două puncte diferite ale segmentului sunt conjugate cu același punct al pătratului Această dualitate poate fi corectată, dacă nu printr-un truc complet evident, atunci în orice caz printr-un truc extrem de simplu În forma de mai sus, dovada este greșită, dar ELEMENTE DE TEORIA MĂRIMILOR devine corect după următoarea modificare În cazul în care se găsesc nouă într-o fracție zecimală, ele, împreună cu semnele vecine cele mai apropiate adiacente lor, sunt combinate în "moleculele" de rol în așa fel, de exemplu: , ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) , sau, pentru a da un alt exemplu: , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) și luați în considerare aceste molecule sunt inseparabile Dacă o astfel de fracție este considerată ca valoare a lui z, ea este divizată pentru a nu sparge aceste molecule: x = , ( ) ( ) ( ) , y = , ( ) ( ) În acest caz, corespondența se realizează după o regulă oarecum diferită de cea anterioară și este ușor de observat că, cu condiția interzicerii rândurilor cu nouă, obiecția noastră dispare În acest moment al cercetării sale, Cantor a întâmpinat o problemă extrem de interesantă și anume întrebarea: între mulțimea numerelor naturale și mulțimea punctelor unui segment, există o mulțime intermediară a cărei cardinalitate este mai mare decât cardinalitatea primei mulțimi și mai mică decât cardinalitatea celui de-al doilea, sau nu există o astfel de mulțime intermediară? Această problemă, care nu a fost încă rezolvată, se numește "problema continuului" Formularea acestei probleme este atât de simplă încât înțelegerea ei nu necesită nici măcar cunoștințele dobândite în liceu - este suficient doar conceptul de număr întreg și de segment - și totuși nicio problemă de matematică nu a rezistat atât de încăpățânat tuturor eforturilor depășite a ei În matematică, nu este deloc dificil să vină cu zeci de probleme care acoperă o serie dintre cele mai complexe construcții și concepte, probleme asupra cărora chiar și matematicienii talentați își pot zgâiește mintea fără succes Dar este foarte greu - și aceasta este adevărata artă a punerii problemelor matematice - să propun o problemă care tratează cele mai simple concepte și care, în același timp, nu poate fi rezolvată ușor, ceea ce nu ar fi banal Problema continuumului din acest punct de vedere, adică din punctul de vedere al artei de a pune întrebarea, este o realizare strălucitoare Foarte curând a devenit clar că problema continuumului este legată de înseși fundamentele teoriei mulțimilor și, în același timp, de întregul ELEMENTE DE TEORIA MĂRIMILOR matematică și că studiul acestei probleme presupune o analiză profundă a conceptului de mulțime [*'] O astfel de analiză este și mai puternic încurajată de paradoxurile teoriei mulțimilor care au apărut de-a lungul timpului Cu aceste paradoxuri încheiem subiectul de față Despre decoruri am vorbit de mult Seturile noastre constau din câteva "elemente" Setul de puncte de segment, de exemplu, are puncte de segment individuale ca elemente; la fel, numerele întregi individuale sunt elemente ale mulțimii numerelor întregi Elementele dintr-un set sunt aceleași cu membrii din orice societate sau asociație Uneori membrii unei asociații pot fi persoane juridice, care la rândul lor sunt asociații; de exemplu, "Uniunea Germană a Matematicienilor" nu este altceva decât o asociație a diverselor societăți matematice, ea cuprinde: "Societatea Matematicienilor Germani", "Societatea pentru Promovarea Educației Matematice" etc În același mod, printre elementele mulțimii pot exista astfel de , care sunt ele însele mulțimi, de exemplu, mulțimea tuturor mulțimilor numărabile este formată numai din elemente care sunt ele însele mulțimi La o ședință a "Asociației Germane a Matematicienilor" niciun membru al "Societății Matematicienilor Germani" ca atare nu are drept de vot, întrucât acesta din urmă este deținut nu de matematicieni individuali, ci de societățile de matematică; exact același număr, care este un element al mulțimii tuturor o numerele raționale nu pot fi considerate un element al mulțimii tuturor mulțimilor numărabile; ca element, această mulțime mai mare include seturile de numere raționale ca numere întregi Numai cunoscând aceste noi concepte vom putea să ne punem o întrebare deosebită: poate un set să se conțină pe sine ca element? Pentru toate acele seturi obișnuite cu care ne-am ocupat până acum, la această întrebare trebuie să se răspundă negativ Cu toate acestea, este ușor de observat că astfel de seturi neobișnuite trebuie să mai existe De exemplu, mulțimea tuturor mulțimilor în general imaginabile îi aparține fără îndoială, deoarece este el însuși o mulțime Vedem că există seturi de această formă neobișnuită Să sunăm deocamdată ELEMENTE DE TEORIA MĂRIMILOR a numi multimi care se contin ca element, multimi extraordinare, restul - ordinare si Să facem un pas mai departe și să luăm în considerare setul tuturor mulțimilor obișnuite Să o notăm cu M și să punem întrebarea, este acest set obișnuit sau extraordinar? Este evident că trebuie să aibă loc una din două situații: fie acest set este obișnuit, fie extraordinar Să presupunem că această mulțime este extraordinară, atunci este conținută printre elementele sale, adică apare printre elementele mulțimii A , care sunt toate mulțimi obișnuite, iar acest lucru contrazice presupunerea noastră că avem de-a face cu o mulțime extraordinară Dimpotrivă, dacă ar fi o mulțime obișnuită, atunci nu ar apărea printre elementele sale, care epuizează toate mulțimile obișnuite fără excepție, adică nu ar putea fi o mulțime obișnuită, ar trebui deci să fie o mulțime extraordinară, care din nou contrazice presupunerea Astfel, această a doua posibilitate duce și la o contradicție Acest paradox nu este nicidecum o proprietate specifică a teoriei mulțimilor Pentru a face mai clară această idee, iată o formulare jucăușă a aceluiași paradox, în care cuvântul "set" nici măcar nu este menționat Un soldat din regiment a fost repartizat cu sarcinile de frizer; mai precis, i s-a încredinţat datoria de a-i rade în regiment pe toţi cei şi numai pe cei care nu se rad Cum ar trebui să se comporte acest soldat cu el însuși? Dacă se rade singur, atunci va fi printre cei care se rad și atunci nu ar trebui să se radă Dacă nu se rade singur, atunci el va aparține celor care nu se rad și pe care el este cel care trebuie să se radă Ce ar trebui, în sfârșit, să facă această persoană pentru a-și îndeplini întocmai misiunea care i-a fost încredințată? Avem de-a face aici cu un paradox pur logic; teoria multimilor a descoperit-o mai întâi în formă explicită, dar în esența sa paradoxul nu este deloc legat de el Logica veche și plictisitoare a devenit interesantă De mulți ani încoace, logicienii și matematicienii, în muncă asiduă comună, încearcă să elibereze logica de vechile ei forme aristotelice SECȚIUNI ALE UNUI CON CIRCULAR DREPT SECȚIUNI ALE UNUI CON CIRCULAR DREPT O elipsă este locul punctelor P, suma distanțelor cărora la două puncte constante Fx și F * este constantă (Fig ) PFl-\-PFt = s Elipsa se determină complet prin specificarea punctelor Fx și Ft și a sumei distanțelor $; puncte ~ Fx și F* se numesc focarele elipsei Dacă lipim două ace în puncte și F* și atașăm capetele unui fir de lungime $ de ele, atunci vârful creionului, trăgând firul în punctul P, va descrie o elipsă Apollonius, în doctrina sa despre secțiunile conice, a pornit de la o definiție complet diferită a unei elipse Lasă un cerc să se afle în fața noastră într-un plan orizontal; precentrul M la planul său restaurat a ei iar punctul S este legat de toate punctele ne-am stabilit pe cea a MS perpendiculară a cercului (Fig ) Figura spațială astfel obținută este un con circular drept; liniile trasate de noi în acest caz se numesc generatoare ale conului Modelul con este ușor de realizat din lemn la strung Dacă acum tăiem partea superioară cu un ferăstrău plat obișnuit, atunci cu o direcție de tăiere orizontală vom obține un cerc în secțiune transversală paralel cu cercul bazei conului și cu o direcție de tăiere oblică - unele alungite figura Se vede direct că această figură alungită are o axă de simetrie AB, dar faptul că are și alta perpendiculară pe axa de simetrie nu mai este vizibilă direct din desen Această proprietate este o consecință a faptului important și frapant că figura obținută în secțiunea unui con circular drept nu este altceva decât o elipsă (în sensul definit mai sus) AB SECȚIUNI ALE UNUI CON CIRCULAR DREPT pur geometric Indirect, acest fapt poate fi dovedit în mai multe moduri Dăm aici o dovadă directă și originală datorită lui Dandelin ["] Înainte de a trece la proba în sine, facem două observații preliminare: ) Din orice punct P (Fig ), se pot trasa două tangente la un cerc K dat; ambele aceste tangente au aceeași lungime Să ne imaginăm acum că figura plană obținută în acest fel (formată dintr-un cerc și o pereche de tangente) se rotește în jurul axei PM-, apoi PU (și PV) va descrie un con circular drept, cercul K formează o bilă în timpul această rotație și generatoarele de conuri, toate de aceeași lungime vor fi tangente trase dintr-un punct la această bilă Obținem astfel teorema: Toate Orez tangentele trase din același punct la aceeași bilă au aceeași lungime și sunt generatoare de con circular drept ) Să fie dat într-un anumit plan (Fig ) un unghi cu laturile SA și SB și o dreaptă AB care intersectează aceste laturi Mai departe, să fie dat un cerc înscris în triunghiul SAB atingând latura AB în Fx din interior și, în plus, un alt cerc care atinge aceleași trei linii, dar adiacent lui AB din exterior în punctul D Să facem acum o figură formată din unghiul ASB și două cercuri (fără a meu AB), se rotește în jurul bisectoarei unghiului ASB, pe care se află centrele ambelor cercuri Să trasăm prin dreapta AB un plan e perpendicular pe planul SAB; atunci vom avea un con circular drept cu un vârf la S și două bile înscrise în el, atingând planul e, una de sus în punctul Ft, cealaltă de jos la Dz În acest fel, obținem din nou un con similar cu cel prezentat în Fig , și am văzut că în el pot fi înscrise două bile și / m la putere, se numește coeficient polinomial Pentru claritate, să luăm în considerare un anumit caz mai detaliat, de exemplu, cazul n = Când calculăm apar tot felul de membri ai formei xaybzc corespunzător condiţiile ( ) pentru n = şi anume X , y ■r , x'y, x'z, xy', y*z, xz', yz', x*z\ y*z\ xgg, xyz Înmulțind cu coeficienții polinomii corespunzători și adunând, obținem: (x - - y+zY=m?", o* -^ o y -p\ \, - - x'y - p& x>z - p&° xy' - -, y'z - p(tm), xz' - p^, y* - - p%, ° xY - p & * x * r * + p $ * y * r - - x'yz - R' xy*z - Pft, xyzV ( ) Dar aici, de fapt, este dată doar structura formulei Calculul propriu-zis al lui P(a\,c) și, mai general, FOR P(a\,c) pe baza reprezentării simbolice în forma ( ) va fi dat mai jos În concluzie, să notăm sub forma simbolică am adoptat răspunsul la următoarea întrebare: în câte moduri pot fi alese k obiecte dintre n obiecte diferite! Sau, după cum se spune, care este numărul de combinații de n elemente prin k! Se presupune că toate cele n elemente sunt diferite (toate bilele de culori diferite r= , h= , = , ) Așezăm bilele alese în numărul k într-o cutie care conține ca G Rademacher și O Teplitz DESPRE PROBLEME COMBINATORIALE ori k bile, restul de n-k bile sunt puse deoparte (puse într-o altă cutie) Numărul dorit C * poate fi scris după cum urmează: C^ = { , , |A, n - k}n ( ) Dualitatea "simbolului parantezei" Simbolul pe care l-am introdus pentru numărul de plasamente are o proprietate importantă care ne va fi de mare ajutor în calculul efectiv al acestui număr Și anume, relația este întotdeauna valabilă: {k, h, b, \a, b, c, }n = {a, b, c, | k, h, b, }", ( ), adică numerele din parantezele din stânga barei verticale pot fi rearanjate cu numerele din dreapta barei Dacă ne amintim încă o dată că parantezele înseamnă numărul de plasări, atunci în relația ( ) găsim o comparație a două probleme combinatorii: această relație afirmă că există același număr de posibilități ca la plasarea k - roșu, h - negru , etc bile pe cutii de capacitate a, b etc , iar la plasarea bile a - roșii, b - negre etc în cutii de capacitate k, h etc Se presupune întotdeauna că Astfel, aici se manifestă "dualitatea" fiecărei astfel de probleme combinatorii Afirmația ( ) este, totuși, aproape banală dacă ne amintim ce înseamnă în esență simbolul nostru Este suficient să demonstrați relația ( ) folosind un exemplu simplu, deoarece ideea principală a acestei dovezi este dezvăluită deja aici Să arătăm, de exemplu, că ( , | , , } = { , , | , }, ( ) Să fim mai întâi atenți la partea stângă a egalității; arată că avem bile roșii și negre: K, K, K, Ch, Ch, Ch, Ch, plasate în două cutii A și B cu o capacitate de minge și cutia C cu o capacitate de mingi Una dintre aceste plasări se poate face în felul următor: |КІ |Ч| |KKHHH| AB C' DESPRE PROBLEME COMBINATORIALE Dar aceeași plasare poate fi scrisă și în alt mod și anume, sub fiecare minge, indicați în al doilea rând căsuța în care este plasată această minge K Ch K K Ch Ch Ch A B C C C C C (Yua) Ajungem astfel la perechi de litere: K de sus și Ch indică bilele, A, B, C de jos cutiile Să schimbăm acum rolurile partenerilor din fiecare dintre aceste perechi și să considerăm A, B, C ca desemnări pentru mingi, K și H ca desemnări pentru cutii Ca și înainte, vom scrie literele pentru casetele din rândul de jos și literele pentru bile din rândul de sus: A C C B C C C K K K h h h h ( ) În ( ) există aceleași perechi ca în ( a), doar semnele superioare și-au schimbat locurile cu cele inferioare Trebuie să înțelegem schema ( ) ca plasarea unei bile de culoare A, a unei bile de culoare B și a cinci bile de culoare C în casetele K și C cu o capacitate de și, respectiv, bile Dar aceasta este doar una dintre acele plasări pe care le scriem cu simbolul în partea dreaptă a relației ( ) Exact în același mod cum am stabilit acum pentru plasamentele ( a) și ( ), putem stabili o corespondență dublă similară pentru fiecare dintre plasamentele luate în considerare În acest caz, una dintre aceste aranjamente va fi luată în considerare în partea stângă a egalității ( ), cealaltă în dreapta Vom obține astfel două tipuri (seturi) de plasamente, astfel încât dacă una dintre plasamentele comparate aparține unui tip, atunci celălalt aparține celui de-al doilea tip și invers Dar două mulțimi formate dintr-un număr finit de elemente, între care se stabilește o corespondență unu-la-unu, au același număr de elemente Se demonstrează astfel validitatea egalității ( ) La demonstrarea relației ( ), nu a fost nevoie să se stabilească valoarea numerică a simbolului plasamentelor pe care le studiem Dar printr-o revizuire sistematică a tuturor destinațiilor de plasare imaginabile, este ușor de găsit asta { , | , , }, = { , , | , }, = * DESPRE PROBLEME COMBINATORIALE Esențială în dovada egalității ( ) a fost ideea de permutare a denumirilor de culori și cutii Dar aceeași idee poate fi aplicată fără modificări în demonstrația egalității generale ( ), pe care pe această bază o vom considera dovedită Determinarea numărului de plasamente în cele mai simple cazuri Determinarea numărului de plasări pentru numere de bile date în mod arbitrar k, h, și a capacităților cutiilor a, b, este extrem de minuțioasă și, prin urmare, ne ocupăm de asta nu vom fi aici Dar în exemplele citate mai sus (articolele - ) simbolul parantezei nu a fost găsit nicăieri în toată generalitatea sa; toate aceste exemple au fost caracterizate prin faptul că în interiorul parantezelor - fie la dreapta, fie la stânga barei verticale, fie, în cele din urmă, atât la dreapta, cât și la stânga - erau doar unități, adică fie toate bilele erau multicolore, sau toate cutiile conțineau doar o minge fiecare, sau ambele condiții au avut loc simultan Pe baza formulei dualității, este suficient aici să luăm în considerare un singur caz, de exemplu, cel în care toate bilele sunt de culori diferite Deci vrem să calculăm { , , |a, b, c, unde indicele n înseamnă, ca înainte, că există doar n bile, iar capacitatea totală a tuturor cutiilor este, de asemenea, egală cu n: Deoarece în viitor vom avea întotdeauna unități la stânga liniei verticale, ne vom permite să simplificăm oarecum desemnarea simbolului nostru și să-l scriem într-un mod prescurtat, după cum urmează: { , , , |a, b, c }n = {a, b, c, }n; nu se fac în prealabil presupuneri cu privire la numărul de cutii Este destul de evident că UD căci în acest caz este posibilă o singură plasare, în care toate bilele cad într-o cutie Dacă suntem acum DESPRE PROBLEME COMBINATORIALE în loc de o cutie N cu o capacitate de n bile, luăm două cutii: Nt cu o capacitate de n - și N' cu o capacitate de minge, apoi trecerea la o nouă problemă poate fi efectuată punând oricare dintre cele n bile situate în N în cutia N', iar restul n - bile plasate într-o cutie / V, Dar există n posibilități de a alege o minge din caseta N, deci {l- , }P = L În același mod, evident, obținem relația a-{a, b, c, }n - {a - , , b, c, }n ( ) În acest raport, ambele simboluri se referă din nou la n bile colorate Cutiile B, C, cu o capacitate de b, c, bile, respectiv, sunt identice în ambele cazuri Doar caseta A cu capacitate a, care se află pe partea stângă, este înlocuită în pozițiile din partea dreaptă cu două casete: cu o capacitate de a - și A' cu o capacitate de Deoarece din fiecare plasare în casete A, B, C, puteți obține un aranjament în casetele A', B, C, L,, L', B, C de ori mai mult decât plasamente în casetele A, B, C, Aceasta împrejurarea se exprimă prin relaţia ( ) Cutia A poate fi, desigur, înlocuită pe rând cu două cutii A și A" cu o capacitate de a = bile, respectiv ; pentru acest caz obținem: (a ) {a , , b, c, } " = {a - , , , b, c, } " În mod similar ajungem la relație (a - ) - {a - , , , b, c, } " = {a - , , , , b, c, } " și la un întreg serie următoarele relații analoge, ultima dintre acestea va avea forma: -{ , , , , b, c, , , b, c, }" a - g a În partea dreaptă a acestei relații, extinderea lui a în termeni de unitate a fost finalizată Înmulțim ( ) cu toate relațiile ulterioare care decurg din acesta; apoi în ambele părți ale rezultatului DESPRE PROBLEME COMBINATORIALE egalitate vom avea factori comuni: {a- , , b, c, }", {a- , , , b, c, } ", , { , , , , , b, c, a - care poate fi aruncat fără a încălca egalitatea Primim: a (a - ) (a - ) -{a, b, c, }n = { , , , , b, c, }l ' - A În produsul numerelor a (a - ) (a - ) , rearanjam ordinea factorilor și, folosind notația prescurtată, scriem '): A! \u d • • (a - ) a Atunci vom avea: a\{a, b, c, ■■■}" = {!, , , , b, c, }" A Același proces de înlocuire succesivă a casetei A cu altele din ce în ce mai puțin încăpătoare poate fi efectuat și în caseta B Pe această bază, putem scrie: s { , , , , b, c, } = {!, , , , , £,•••}" a a b sau, ținând cont de ( ), a\b\{a, b, c, , , c, }", a-\-b sau in sfarsit a\b\c\ {a, b, c, , , }n, ( ) unde numărul celor din paranteze din partea dreaptă este egal cu n Cu toate acestea, dacă a - n este deja în formula ( ), adică dacă avem o singură casetă A, atunci n!{ " = { , , , }" sau, ținând cont de (ȘI), /*! = {!, }" ( ) J) al se citește: "un factorial" DESPRE PROBLEME COMBINATORIALE În acest caz, obținem din ( ): {a, b, c, } n = {!, , |a, b, c) ( ) Aici scriem simbolul de plasare fără abreviere, în forma sa originală Acest lucru încheie în esență sarcina de a determina valoarea numerică a simbolului de plasare în măsura necesară pentru exemplele noastre Privind din nou la exemplele noastre, obținem următoarele rezultate parțiale: ) Din ecuațiile ( ) și ( ) avem: Є = { , , , | , , , }n = { , , adică, n persoane pot fi plasate în n locuri în n\ moduri diferite, sau, cu alte cuvinte: există n\ permutări a n elemente diferite; l!, după cum se poate observa din tabelul de mai jos, crește foarte repede pe măsură ce n crește: = = = = = = = = = = ) Pe baza egalităților ( ) și ( ), numărul de plasări posibile când se joacă skat este e ! e Acesta este un număr foarte mare Calculul da: = ) Forma generală a coeficientului polinomial ( ), bazată pe relația ( ) și proprietatea de dualitate ( ), este următoarea: ₽""'b-c \u d IіTiі (a + + c \u d l) - În special, în ( ) pentru n = , calculul coeficienților polinomii dă formula (x - y - z) * \u d x * - / + r - bx'y - x'z - Ixy * " y'z ~ " x g' " y ' - x' y - x * - y*r* * x y * - x/£ - x>r' PROBLEMA RĂZBOINICĂ ) Din relațiile ( ) și ( ), numărul de combinații de n elemente prin k se dovedește a fi egal cu zMn) pі * ~ k\ (n - ) ' Acesta este numărul de moduri în care k articole pot fi selectate dintr-un set de n articole ["] PROBLEMA DE AVERTIZARE Seria pătratelor , , , , cu o continuare nelimitată a acesteia devine din ce în ce mai rarefiată: decalajele dintre membrii succesivi ai acestei serii cresc treptat În aceste intervale există însă astfel de numere care pot fi considerate ca sumă a două pătrate, de exemplu: = -ț- ; \u d - etc Dar nu orice număr poate fi reprezentat ca suma a două pătrate; de exemplu, dacă ni se dă numărul , atunci pătratele care însumează ar putea fi doar și , singurele pătrate mai mici decât Totuși, nici , nici -^- , nici nu dă Pentru a obține un total de , aveți nevoie se adună trei pătrate: = Aplicând aceasta metoda de extindere la numărul nu duce la un rezultat chiar și atunci când se utilizează trei pătrate; aici sunt necesare patru pătrate: - C- Pentru din nou sunt suficiente doar două pătrate: = ; numărul este el însuși un pătrat; = - - ; = - - - ; = -^- - - = Aceste prime observații par să dea motive de a ne aștepta că foarte curând trebuie să vină un moment în care nici patru pătrate nu vor fi suficiente și că, pe măsură ce avansăm, vor fi necesare din ce în ce mai multe pătrate Cu atât mai surprinzător este rezultatul obţinut de Fermat, unul dintre cei mai mari, alături de Descartes, matematicieni ai secolului al XVII-lea Fermat a arătat că orice număr întreg pozitiv poate fi reprezentat ca suma a cel mult patru pătrate [gw] Matematicianul englez din secolul al XVIII-lea E Waring și-a pus sarcina de a găsi teoreme analoge pentru cuburi, bi-pătrate și puteri superioare; de aceea această problemă se numește problema lui Waring PROBLEMA BARYING Cuburile sunt următoarele numere: , , , , Dacă încercați să reprezentați unele numere mici ca sume a cât mai puține cuburi, se dovedește că, de exemplu, necesită șapte cuburi ( - -|- ~ - - - - - C- ), iar pentru - chiar cuburi ( = -f- -f- - - Cu toate acestea, înainte de a ajunge la numărul , vom întâlni al treilea cub, va schimba întreaga imagine: - -|- -|- - - este suma a doar cinci cuburi pentru a utiliza calculatorul Dahse în interesul dezvoltării matematicii, l-a instruit să ia în considerare în continuare seria naturală de chised din punctul de vedere al descompunerii membrilor săi în sume ale unui număr cât mai mic de cuburi Acest studiu empiric a constatat că, pe lângă numărul , în întreaga serie naturală a numerelor de la la , punctul final al calculelor lui Daze de nouă cuburi necesită doar un singur număr, și anume ; opt cuburi necesită numere: , , , , , , , , , , , ; șapte cuburi - numerele , , , , , , , , , , , , , , ; astfel încât, aparent, această serie mai bogată se usucă treptat; cercetări empirice ulterioare au confirmat acest fapt Cu toate acestea, studii empirice de acest fel nu vor putea niciodată să demonstreze nici că orice număr poate fi reprezentat ca o sumă de cel mult cuburi, fie că orice număr, începând de la un loc din seria naturală, poate fi descompus într-o sumă de cel mult sau chiar cuburi Prima dintre aceste două afirmații a fost dovedită de Wieferich, la acea vreme încă foarte tânăr matematician; În ceea ce privește a doua întrebare, cel mai mare teoretician al numerelor german E Landau cu medii auxiliare complexe a dovedit că, începând de la un anumit număr, se pot dispensa opt cuburi Pentru bi-pătrat (puterile a patra ale numerelor) trebuie să facem același raționament Primele bi-pătrate sunt numerele , , , , Numărul este, evident, suma a bi-pătrate: - suma a bi-pătrate: ; - ; - bi-pătrate; apoi întâlnim numărul , iar imaginea se schimbă dramatic Aici vine întrebarea - PROBLEMA BARYING dacă întotdeauna, adică pe toată lungimea seriei naturale, se poate descurca cu bi-pătrate Încet și treptat, matematicienii au abordat soluția acestei întrebări Liouville a demonstrat că, cel mult, de bi-pătrate sunt suficiente pentru a extinde orice număr într-o sumă de bi-pătrate; treptat acest număr a scăzut la , , , , Wieferich a doborât recordul reducând acest număr la ; dar presupus empiric era încă departe Hilbert, într-una dintre celebrele sale lucrări, a abordat întregul complex de întrebări dintr-un punct de vedere mai larg; nu a doborât niciunul dintre recordurile stabilite anterior și nu a aspirat la acest lucru El a dovedit o propoziție foarte generală că, la descompunerea oricărui număr în sume de puteri egale, există întotdeauna un anumit număr limitator de termeni (în funcție doar de exponent, dar nu de numărul care se extinde); mai sus am făcut această propunere pentru pătrate (unde limita este ), pentru cuburi (unde acesta este ) și pentru bi-pătrate (unde este ) Desigur, numărul care arată câte grade cu un anumit exponent poate fi extins orice număr întreg crește cu o creștere a exponentului ["] Matematicienii englezi Hardy și Littlewood au abordat problema cu metode destul de diferite decât Hilbert Cititorul își va face o idee despre puterea extraordinară a acestor metode dacă va afla că au reușit să arate - și acesta este doar unul dintre rezultatele obținute de autorii numiți - că fiecare număr al seriei naturale, pornind de la un anumit loc, poate fi întotdeauna reprezentat ca o sumă, cel mult mai mare de bi-pătrate Am văzut mai sus că numerele care necesită biquaduri pentru extinderea lor apar deja la începutul seriei naturale Potrivit lui Hardy și Littlewood, există un număr definit N, din care toate numerele pot fi reprezentate ca sume de cel mult bi-pătrate (numărul N, totuși, este atât de mare încât Hardy și Littlewood nici măcar nu s-au obosit să calculeze efectiv ea) ) Ar fi necesar doar să se reconsidere dacă toate numerele care nu depășesc N admit o astfel de descompunere pentru a arăta că toate numerele în general pot fi reprezentate ca o sumă de cel mult bi-pătrate și, astfel, PROBLEMA RĂZBOINICĂ realiza ceea ce s-a făcut deja cu privire la pătrate și cuburi Cu toate acestea, până când teoria reușește să înlocuiască numărul Hardy N cu unul mult mai mic, o astfel de revizuire depășește puterea oricărui calculator ["] Am zăbovit atât de mult timp asupra faptelor pentru a ne da o idee despre cum, ca material concret, un fel de rezultate matematice empirice, se acumulează, problemele matematice iau contur Să încercăm acum să dăm o idee despre metodele care și-au găsit aplicație în acest domeniu și i-au oferit un serviciu chiar și lui Hilbert în demonstrația sa remarcabilă Puternicul aparat matematic folosit cu atât de succes de Hardy și Littlewood depășește cu mult scopul acestei cărți și, prin urmare, nu poate fi acoperit aici Luați în considerare, așa cum am făcut întotdeauna, mai întâi cazul mai simplu Poate vă mai amintiți formula odată memorată (c - ) (a - b} = a - b Și dacă l-ați uitat, atunci prin deschiderea parantezelor și un calcul simplu este ușor să verificați dacă este corect, indiferent de valorile numerelor a și b Egalitățile similare, valabile pentru orice valori ale literelor incluse în ele, sunt numite identități de către matematicieni Să prezentăm o altă identitate, ceva mai complicată: a cărui validitate va deveni clar dacă ne amintim formula și, folosindu-l, efectuați pătratul indicat în partea dreaptă a identității noastre ( ): (A - acba b d ) * (a d - adbc -b c ) = \u d a c - a d - b c -f- b d -f- abcd - abcd Ultimii doi termeni de aici se anulează reciproc, iar restul poate fi scris în această formă: a (c - d ) - b (c - d ) = (a - b ) (c - d ), - și aceasta este doar partea stângă a relației ( ) PROBLEMA BARYING Din această identitate, putem extrage următorul corolar interesant: Dacă avem două numere, fiecare dintre acestea putând fi reprezentată ca sumă a două pătrate, atunci produsul acestor numere are aceeași proprietate De exemplu, și sunt numere de acest fel: \u d * ; = -ț- Folosind formula ( ), obținem: = - = (З * ) ( * ) = ( • * • ) * -( - - - )! = - ', și astfel numărul este într-adevăr reprezentat ca suma a două pătrate; exact în același mod, folosind formula ( ), ne putem ocupa de produsul oricăror alte numere de acest fel ["] Hai să mai facem un exercițiu În primul rând, notăm următoarea formulă pentru pătrarea unui cvadrinom: * x x, + x,x - x x - x,x Marele matematician al secolului al XVII-lea, L Euler, a găsit următoarea identitate: K -"î+":+"w -^+^+*:)= = ( - ajt - a b - a,bt - ajtf - +("D - a b, - a, b - aj) # - {a, b, - a b i - azbt - aD) H "A -% - a, b * - ° A) ( ) a căror corectitudine se poate verifica cu ușurință prin înmulțirea parantezelor și ținând cont de formula de mai sus pentru cele patru termene Prin analogie cu ( ), formula ( ) arată că produsul a două numere, fiecare dintre acestea putând fi reprezentat ca o sumă a patru pătrate, poate fi el însuși reprezentat ca o sumă a patru pătrate Lagrange a profitat de această remarcă pentru o demonstrație extrem de elegantă a teoremei că orice număr poate fi exprimat ca sumă a patru pătrate Și anume, din observația de mai sus, rezultă în primul rând că merită să se dovedească valabilitatea acestei afirmații pentru orice număr prim, deoarece de aici rezultă că este adevărată pentru toate numerele compuse PROBLEMA RĂZBOINICĂ (x, -x ") - (x, -x ) I Dar identitatea ( ) a fost și baza pentru continuarea demonstrației lui Lagrange Această dovadă, din păcate, este prea lungă și oarecum artificială și nu o putem oferi și clarifica cu adevărat în cadrul restrâns al acestei cărți Prin urmare, suntem obligați aici să ne limităm la indicațiile generale și aproximative tocmai subliniate cu privire la natura acestei dovezi În cele ce urmează, vom considera această teoremă ca un fapt stabilit, de parcă i-am fi finalizat deja demonstrația ["] Pe baza acestei teoreme, conform căreia fiecare număr întreg pozitiv este egal cu suma a patru pătrate, Liouville, un matematician francez proeminent din prima jumătate a secolului al XIX-lea, a demonstrat că orice număr poate fi considerat ca fiind suma a de bi-pătrate ["] De asemenea, a plecat dintr-o identitate, și anume din următoarele: (x* + X + xî + \ ) = (*i + x ? + (xi + * ) " + (x + X "Y " "XY - - XY * (*" * XY " - -* ) - U a) - (* k,) - U -XY - "(X - Lch) (L: - - ^ J - ( ) Pentru a stabili valabilitatea acestei identități, este necesar să se țină seama la înmulțirea din dreapta că x' -f- xjx -f- xjx' -f- xtx't -^ " -f-x* - xjx - xjx - x,x' -f-x* = - x' - x' - x x' > și că aceeași relație este valabilă pentru orice altă pereche de biquad-uri care conține x cu același semn Partea dreaptă a identității ( ) după toate aceste transformări va fi egală cu: (*î -*î -*î -*:) - - (xjx - x'x - x'x - x>x* + x'x' + xjxî), iar cel din stânga va lua exact aceeași formă dacă se aplică formula de pătrat pe patru termeni de mai sus la el Liouville folosește această identitate în felul următor Fie n un număr întreg pozitiv; trebuie să se dovedească a fi suma a cel mult bi- PE CURBURI ÎNCHISE DE AUTOTRACversare pătrate Liouville începe prin extragerea din numărul dat cea mai mare parte care este un multiplu al numărului , adică reprezentând numărul dat sub forma n = x-|-j, unde y este restul egal cu unul dintre numerele , , , , , De exemplu, el scrie numărul ca • Apoi trece la teorema Ferma, aplicând-o la numărul x; întrucât orice număr poate fi reprezentat ca o sumă de cel mult pătrate, acesta este și cazul pentru x; hai, de exemplu, x = a b* c -f-d , atunci n = x y - (a b c d') y = \u d b " b /\u e - bs + J - y Pentru fiecare dintre numerele a, b, c, d, Liouville aplică din nou teorema lui Fermat, presupunând, de exemplu, că £> = £>" -^ -^ -^, I I ' C=Cî + Cs + ^+Cî> d=^ -^ -^ -d:; în care P \u d ( - -a " -a") - - (dî -d | -d: -Jp - Acum, în sfârșit, se aplică identitatea ( ) Această identitate arată că primul termen din partea dreaptă poate fi reprezentat ca o sumă de bi-pătrate; același lucru este în mod evident valabil pentru următorii trei termeni din partea dreaptă; in total pana acum avem - = bi-patrate; le puteți adăuga în continuare atâtea unități câte sunt conținute în numărul y (bi-pătratele mari nu sunt incluse în numărul j); nu există mai mult de dintre aceste unități, deoarece restul lui y este unul dintre numerele , , , , , În total, așadar, așa cum am menționat, avem cel mult de bi-pătrate [' ] I PE CURBURI ÎNCHISE DE AUTOTRAVERSE Să desenăm, începând dintr-un punct arbitrar, o curbă care se intersectează de mai multe ori și revine la punctul de plecare Obținem o curbă închisă desenată dintr-o singură lovitură Să presupunem că prin puncte PE CURBURI ÎNCHISE DE AUTOTRACversare în care curba se intersectează, trece de cel mult două ori; vom numi astfel de puncte puncte duble ) Prin urmare, vom lua în considerare curbe similare cu cele prezentate în Fig și și excludem din studiul nostru curbele similare cu cele prezentate în Fig ["] Într-o parcurgere completă a curbei noastre, fiecare dintre punctele sale duble este parcurs exact de două ori Dacă punctele duble sunt renumerotate, atunci succesiunea în care sunt parcurse în jurul curbei poate fi scrisă folosind Orez Orez succesiunea corespunzătoare de numere - numere De exemplu, pentru curbele prezentate în Fig și , obținem, respectiv, următoarele secvențe de numere: / / și Este de la sine înțeles că prin această metodă de notare, fiecare număr corespunzător unuia sau altuia punct dublu trebuie să apară de două ori Gauss, însă, a observat ') Deși faptele raportate în acest subiect au multe puncte de contact cu conținutul subiectului doi, cititorul totuși se va descurca bine dacă va percepe aceste fapte independent de ceea ce este enunțat în subiectul doi, întrucât problema studiată aici are o cu totul altă sens Acolo s-a dat o rețea de linii și s-a pus întrebarea despre diferitele posibilități de ocolire a acestei rețele Aici, dimpotrivă, ocolul în direcția singurului traseu inel este deja prescris în prealabil În plus, în curbele pe care le avem în vedere aici, studiem doar acele puncte care, în sensul celui de-al doilea subiect, sunt puncte de intersecție de ordinul al patrulea, dar aici numim puncte duble i În sfârșit, punctul dublu este traversat aici prin toate mijloacele în așa fel încât din cele patru direcții care converg în punct, direcțiile reciproc opuse sunt interconectate perechi, deoarece punctul dublu poate fi definit ca un punct de auto-intersecție; auto-intersecția are loc numai pentru metoda de ocolire specificată PE CURBURI ÎNCHISE DE AUTOTRACversare că nu orice succesiune arbitrară de numere cu o dublă repetare a fiecărui număr poate exprima locația punctelor duble pe curbă Pentru o pereche de puncte duble, am ajuns la secvența de mai sus, dar nu există o astfel de curbă închisă cu două puncte duble căreia i-ar corespunde șirul , ceea ce este foarte ușor de verificat prin încercare În general, următoarea teoremă este valabilă: un punct dublu trebuie să cadă o dată într-un loc cu un număr par, altă dată într-un loc cu un număr impar sau, Orez ceea ce înseamnă același lucru: între două dintre locurile sale, fie nu apar deloc alte puncte duble, fie acestea se vor întâlni de un număr par de ori Această teoremă exclude posibilitatea unei secvențe/ în care să existe un singur loc intermediar între doi -uri Pentru a demonstra această teoremă, luăm un punct dublu arbitrar Q al curbei noastre a (o buclă completă, orez ) Dacă, pornind de la Q, ne deplasăm de-a lungul curbei a, atunci cu siguranță vom reveni din nou la Q În acest caz, în orice caz, vom trece nu întreaga curbă a, ci doar o parte b (linia continuă din Fig ) ) din întreaga curbă a, căci din cele patru căi care părăsesc Q, folosim doar două (când părăsim punctul Q și ne întoarcem la el) Putem considera această porțiune b ca o curbă închisă în Q, desenată dintr-o singură lovitură (faptul că în acest caz se obține un unghi în Q nu contează, întrucât unghiurile pot fi deja pe curbă) Continuând din punctul Q să ne deplasăm de-a lungul curbei a, vom trece prin cealaltă parte cu curba a Curba c (punctată) este ea însăși o curbă închisă în Q, formând un unghi în acest punct În punctul Q, ambele curbe, (solid) b și (punctată) c, nu se intersectează, ci doar se întâlnesc Prin urmare, punctul Q, fiind o lungime dublă a curbei a, nu este așa nici pentru b, nici pentru c Se cere să se demonstreze că, trecând prin b, pornind de la punctul Q și revenind în același punct, vom întâlni un număr par de puncte duble PE CURBURI ÎNCHISE DE AUTOTRACversare o singura data') În plus față de Q, punctele duble a situate pe b pot fi, în primul rând, puncte de intersecție ale lui b cu el însuși, adică puncte duble ale lui b și, în al doilea rând, puncte de intersecție ale lui b cu c Fiecare punct dublu b trebuie parcurs exact de două ori într-un tur complet al lui b; aceste puncte duble vor da, prin urmare, toate împreună un număr par de tranziții prin puncte duble Fiecare punct de intersecție al lui b cu c este parcurs o singură dată în timpul unui circuit complet al lui b, deoarece printr-un astfel de punct trece doar un segment al traseului aparținând lui b (calea care îl intersectează în acest punct aparține lui c și, prin urmare, nu poate fi parcurs la ocolire b) Rămâne, așadar, de demonstrat că curbele b și c se intersectează la un număr par de puncte Atunci se va demonstra astfel că, în cadrul unui tur complet al lui b de la Q la Q, punctele duble a, adică punctele b parțial duble, parțial punctele de intersecție ale lui b cu c, sunt parcurse de un număr par de ori Desigur, punctul Q în sine nu este luat în considerare în acest calcul Dacă rotunjim fiecare dintre curbele b și c (Fig ) aproape de punctul Q, apoi numărul de puncte de intersecție a acestora ieșirea nu se va schimba Atunci vom avea de-a face cu două curbe închise b și c care se intersectează, dar nu se ating niciodată Trebuie să arătăm că două astfel de curbe fie nu se intersectează deloc, fie se intersectează într-un număr par de puncte În acest scop, transformăm unul dintre ele, de exemplu c, totuși, pentru a nu schimba numărul de puncte de intersecție ale acestuia cu o altă curbă, de a cărei paritate trebuie doar să ne asigurăm În acest fel, putem elimina toate punctele duble c și, astfel, ne putem face o idee mai clară despre poziția relativă a curbelor b și c Fie P un punct dublu c (Fig , a) Curba c se împarte în punctul P în două curbe închise d ') Desigur, asta nu înseamnă că există un număr par de puncte duble Pe diagrama din fig în dispunerea punctelor duble dată de secvența , între și există un singur punct dublu , dar de un număr par de ori PE CURBURI ÎNCHISE DE AUTOTRACversare și e exact în același mod ca înainte de curba a descompusă în punctul nostru Q în curbele b și c Curbele d şi e se întâlnesc în P Să atribuim întregii curbe c o direcţie de parcurgere definită; astfel, curbele d și e vor primi și anumite direcții de ocolire (Fig , a) Ne vom deplasa acum, incepand de la P, in directia stabilita de-a lungul curbei d; revenind la P, adăugăm aici un alt ocol de-a lungul e, dar în sens opus celui stabilit; în final ne vom întoarce la R Prin schimbarea direcţiei Orez am evitat intersectia cailor in P Ca urmare, de data aceasta am parcurs tot drumul c deodata, dar am trecut de punctul P pe doua cai care formeaza unghiuri in P, dar nu se mai intersecteaza in P, ci doar întâlni Să depărtăm puțin aceste căi în punctul P și să rotunjim colțurile; atunci în loc de c obținem o altă curbă, tot închisă, care nu se va mai intersecta în punctul P și, prin urmare, va avea un punct dublu mai puțin decât curba inițială c (Fig , b) Aici presupunem că rotunjirea colțurilor din apropierea punctului P este, desigur, atât de aproape de P încât nu are niciun efect asupra altor puncte de intersecție cu sine sau cu orice alte curbe Repetând această tehnică, putem elimina astfel din c toate punctele duble unul câte unul, până când obținem o curbă închisă c* (Fig , c), liberă de puncte duble și care coincide cu c aproape peste tot, cu excepția locurilor aproape de punctele duble c, unde se abate oarecum de la această curbă O curbă închisă fără puncte duble limitează întotdeauna, așa cum este ușor de văzut vizual, o anumită zonă, PE CURBURI ÎNCHISE DE AUTOTRACversare pe care o numim intern în raport cu această curbă Restul planului, care nu aparține nici curbei în sine, nici regiunii sale interioare, se numește extern în raport cu curba Regiunile interioare și exterioare sunt separate de cea mai închisă curbă Dacă o curbă închisă fără puncte duble se intersectează într-un punct al altei curbe, atunci această a doua curbă trebuie să treacă fie din regiunea exterioară în cea interioară, fie invers Folosim aceasta pentru a demonstra afirmația făcută la începutul Secțiunii că numărul de puncte de intersecție ale curbelor b și c este par Să ne imaginăm că curba c, așa cum tocmai am explicat, este înlocuită cu o curbă dublu-punct-liberă c* care intersectează curba b în aceleași puncte ca și curba c Se poate întâmpla ca b să se afle în întregime în interiorul c*, atunci c* și b să nu se intersecteze deloc Același lucru se va întâmpla dacă b se află în afara lui c* Rămâne, așadar, cazul în care b se află parțial în interiorul c* și parțial în afara lui Fie Γ un punct din situat în afara c* Ne vom deplasa acum de-a lungul b din ; undeva curba b trebuie mai întâi să intre în c*; în acest caz, obținem un punct de intersecție Deoarece curba c este închisă și deci revine la T, trebuie să părăsească regiunea interioară a lui c* și să revină din nou la cea exterioară, ceea ce dă al doilea punct de intersecție Indiferent de câte ori b intră sau iese din c* în viitor, fiecare intrare în interiorul regiunii este în mod necesar asociată cu o ieșire din ea, deoarece ne-am început plimbarea de-a lungul b dintr-un punct T situat în afara c* și în la final ne întoarcem la același punct În consecință, curba c* fie nu intersectează deloc curba b, fie o intersectează într-un număr par de puncte Conform celor de mai sus, același lucru este valabil și pentru curbele c și b Și cu aceasta, așa cum am subliniat deja la sfârșitul Secțiunii , demonstrația teoremei privind distribuția punctelor duble este complet finalizată Această teoremă, care afirmă că atunci când ocolești o curbă închisă a, fiecare punct dublu trebuie să se întâlnească o dată sub un număr par, iar altă dată sub unul impar, poate fi interpretată oarecum diferit Vom considera curba a ca o proiecție a unei imagini spațiale și fiecare punct dublu ca o proiecție a crucii PE CURBURI ÎNCHISE DE AUTOTRACversare două bucăți ale curbei, dintre care una este situată deasupra celeilalte La ocolul curbei, fiecare astfel de traversare este trecută alternativ: o dată de sus, alta dată de jos Întrebarea este exact dacă acesta este întotdeauna cazul La urma urmei, dacă, de exemplu, am depășit trecerea noastră de sus, atunci a doua oară ne rămâne doar o singură cale pentru a trece de această trecere - de jos Pe de altă parte, după ce am făcut mai întâi alegerea direcției la unul dintre punctele duble, alternarea pasajului deasupra și dedesubt devin definite în fiecare astfel de traversare Când ne întoarcem la vreo intersecție a lui Q, nu vom întâlni contradicția că, plecând de la Q de sus, după ce trecem alternativ de sus și dedesubt puncte duble intermediare, vom ajunge din nou la Q de sus? Nu, teorema noastră spune doar că o astfel de contradicție nu se poate întâmpla Într-adevăr, plecând de la Q de sus și trecând alternativ de dedesubt și deasupra tuturor segmentelor care se intersectează ale curbei, va trebui să ajungem la Q de jos, deoarece pe parcurs trebuie să trecem de puncte duble de un număr par (după teoremă demonstrată), și anume: până la primul punct după Q- de jos, la al doilea de sus etc , până la ultimul punct tot de sus (datorită faptului că numărul de treceri prin puncte duble este par), și deci în Q venim de jos Dar asta este exact ceea ce am afirmat mai sus O nouă interpretare a punctelor duble - ca spațiu Orez Orez traversări directe - duce ia la concluzia că dacă am părăsit Q de sus, atunci a doua oară vom trece de Q neapărat de jos În Fig alăturată și curbele prezentate în Fig și sunt reprezentate prin metoda descrisă tocmai ca proiecții ale curbelor spațiale, cu puncte duble prezentate ca încrucișări Aceste curbe spațiale formează astfel "noduri" Nodul, în proiecția căruia alternează pasajele de sus și de jos, se numește nodul "alternant" Strict vorbind, Fig de reprezentari DESCOMPUNEREA UNUI NUMĂR ÎN FACTORI PRIMI nu formează un nod adevărat, deoarece un fir închis pliat după schema din fig , poate fi întins în mod evident într-un cerc fara noduri Dimpotrivă, un fir pliat după schema din fig , formează un adevărat nod, așa-numita buclă "trefoil", care nu poate fi trasă în cerc fără a se rupe Faptul că nu fiecare nod este un alternator indispensabil se poate observa din Fig Faptul că există noduri nealternante, încă o dată cele mai multe din fig arată clar că teorema noastră în ambele formulări nu este deloc trivială ["] ESTE EXTINDEREA UNUI NUMĂR SINGULAR LA FACTORI SIMPLI? Putem factoriza orice număr întreg până ajungem la factori indecompunebili, așa-numiții "simpli" De exemplu, numărul poate fi reprezentat mai întâi ca un produs de - , iar apoi poate fi factorizat în factorii și , iar - cu și , astfel încât rezultatul să fie poate fi reprezentat de produs = - , , Acești patru factori sunt ei înșiși deja indecompunebili: sunt factori simpli Același număr ar putea fi factorizat în alt mod: = - , apoi = - și = - , din care obținem: = - - - adică aceiași factori în aceeași cantitate, luați doar într-o secvență diferită Dispunând acești factori în ordinea crescătoare a valorilor lor, obținem următoarea expansiune pentru ambele cazuri: = - - Chiar și la școală, obișnuiam să privim toate acestea ca pe ceva de la sine înțeles Felul în care venim DESCOMPUNEREA UNUI NUMĂR ÎN FACTORI PRIMI factorizarea prime admite multe variante, dar considerăm că factorii primi care rezultă din rezultatul final al descompunerii noastre sunt, parcă, elementele de bază din care sunt construite toate numerele întregi prin înmulțire și că atunci când factorăm orice număr, inevitabil trebuie în cele din urmă ajunge la aceeași constantă a factorilor primi pentru un număr dat Ego-ul are dreptate, desigur Singura întrebare este dacă totul este atât de evident pe cât pare Să fim specifici: dacă am avut norocul să descompunem un număr atât de mare ca în doi factori primi - , atunci de unde, de fapt, obținem încrederea că nu există alte numere prime care să fie factori în același număr , și că acest număr nu admite alte modalități de descompunere în care ne-am putea face fără numărul sau ? Există ceva ascuns într-o astfel de presupunere care este respins de intuiția noastră și contrazice încrederea noastră în existența unor factori primi bine definiți conținuti într-un număr dat Următorul raționament își propune să dezvăluie cât de prost fundamentată este în esență această intuiție și, în același timp, să demonstreze că factorizarea unui număr în factori primi este într-adevăr unică Pentru a ne elibera de toate tentațiile intuiției, să trecem la o zonă complet diferită, neobișnuită cu noi, la zona numerelor de forma a-\-bY~b, unde a și b sunt oricare două numere întregi Astfel de numere includ, de exemplu, -ț- U sau Ub- ; ne vom ocupa de ei acum Numerele întregi obișnuite nu sunt excluse în niciun caz din aceasta, dimpotrivă, toate intră în această regiune dacă punem d = ; Domeniul numeric pe care tocmai l-am definit este doar o extensie a colecției de numere întregi obișnuite pozitive și negative Este la fel de ușor de operat în această zonă ca și în zona numerelor întregi obișnuite Din exemplu ( + ]Lb) + ( + Y ) \u d + Y~b este imediat clar cum se adaugă și EXTENSIREA UNUI NUMĂR - ÎN FACTORI SIMPLI scădeți astfel de numere; dar putem învăța la fel de ușor să le înmulțim prin câteva exemple: ( -{-/b)( -/'b) \u d - \u d , * (K "b-|- ) C | / ~ - ) \u d - \u d , (Z-I-i / 'b) (/ b - ) \u d ] / "b - -| - - /'b = ]/b; ( -Kb) (/ -|- ) = y K ( -CT}) ( -K "b) \u d - Kb ^ ( K ~ ) (K'b - ) \u d - - Kb? Să sperăm că aceste exemple sunt suficiente pentru a confirma cât de ușor este să navighezi în această nouă zonă pentru noi Elevii, dacă li s-ar cere să le învețe acest calcul, s-ar obișnui rapid cu regulile sale simple Nu vorbim despre împărțire dintr-un motiv foarte evident: la fel ca pentru numerele întregi obișnuite, uneori este fezabilă și alteori nu Aici ne interesează problema factorizării numerelor Pornim de la un memento extrem de simplu și la prima vedere chiar ofensator că = - = kb-kb ( ) Procedând astfel, ne confruntăm imediat cu faptul că pentru , pe lângă factorizarea obișnuită, se dovedește că este posibilă încă o factorizare, complet diferită Dacă ne amintim de întrebarea pusă mai sus despre posibilitatea descompunerii numărului în alți factori primi în afară de deja cunoscutul - , atunci ni se poate părea că tocmai ne-am întâlnit aici cu o astfel de posibilitate Problema, însă, este explicată foarte simplu Deși numerele și sunt numere simple în sensul obișnuit al cuvântului, adică nu pot fi descompuse în numere întregi obișnuite, totuși admit pe deplin factorizarea sub forma a -\-b K Putem verifica cu ușurință acest lucru din exemplele de mai sus de înmulțire De acolo \u d I- ) (K "b - ), \u d ( -K ~ ) ( - Kb), DESCOMPUNEREA UNUI NUMĂR ÎN FACTORI PRIMI atunci, în realitate, \u d - nu se descompune deloc în doi factori, ci în patru: \u d (Kb + ) (Kb - ) ( -Kb) ( - Kb) Cele două expansiuni diferite pe care le-am dat mai sus nu sunt altceva decât transformări ale acestei expansiuni pe patru termene într-una cu doi termeni, iar în primul caz primul și al doilea termen au fost combinați într-un singur factor, iar al treilea și al patrulea termen în altul factor, în timp ce în al doilea caz, primul și al patrulea și, respectiv, al doilea și al treilea factor au fost conectați Este clar că este posibilă și o a treia combinație de factori, pe care nu am indicat-o încă, și anume primul și al treilea și al doilea și al patrulea corespunzător Toate calculele necesare pentru acest caz au fost deja făcute în exemplele de mai sus; a treia descompunere = ( - Kb) (- - Kb) poate fi verificat cu ușurință prin simpla înmulțire a parantezelor și calcul direct Am reușit să înțelegem destul de bine acest exemplu și nu ar fi greu să-l ducem până la capăt și să arătăm că cei patru factori ai numărului pe care i-am obținut nu mai permit extinderea ulterioară*)• Acum ne vom muta într-o zonă nouă, și anume, în zona numerelor de forma - , și aici nu vom mai putea argumente similare pentru a obține același rezultat simplu Cu toate acestea, după ce am învățat atât de ușor să ne orientăm în regiunea numerelor a-^-bv , nu vom întâmpina dificultăți deosebite cu o nouă schimbare în regiunea noastră Faptul că rădăcina unui număr negativ intră în el nu este în esență un obstacol, deoarece calculele în această nouă zonă sunt efectuate la fel de simplu și fără ambiguitate ca mai sus cu numerele a -\-b\'r Similar cu cel precedent, puteți scrie: \u d - \u d - | / - - - ( ) *) Desigur, doar extinderi în cadrul regiunii pe care o luăm în considerare Prin urmare, o descompunere similară cu, de exemplu, /b = / / este inacceptabilă DESCOMPUNEREA UNUI NUMĂR ÎN FACTORI PRIMI Să încercăm acum să factorizăm numerele , și |/ - În această încercare, se va constata că o astfel de factorizare este imposibilă Pentru a ne simplifica raționamentul, introducem un concept auxiliar Prin norma numărului a-\-bY- înțelegem produsul acestuia prin numărul a-bY- , adică, cu alte cuvinte, pentru a obține norma numărului a-\-bY , trebuie să înlocuiți ]/- în acest număr -] / - și să înmulțiți rezultatul cu numărul dat inițial Prin urmare, norma este întotdeauna un număr întreg pozitiv obișnuit Următoarea teoremă este valabilă: norma produsului a două numere din domeniul nostru este egală cu produsul normelor lor Într-adevăr, conform regulii tocmai formulate: N[(a-\-b/=^ ) (cu d ^ )] = )] • [(a - b Y- ) (c - dY - ) ], adică norma este egală cu numărul luat inițial (inclus în primele paranteze pătrate), înmulțit cu expresia care se obține din acest număr prin înlocuirea peste tot Y- pe -Y- (această expresie este inclusă în a doua paranteză pătrată) În total, deci, avem aici patru factori; prin schimbarea ordinii succesiunii lor, putem scrie expresia noastră sub această formă: (C { f>j/Z ) (a -fz/ZT )(c-{-d]/^ )(c - Conform definiției conceptului de normă, acest produs nu este exact altceva decât produsul normelor numerelor noastre: N {a -|- b /^ ) • N (c -|- d Y^b) Acum să fie descompus numărul în doi factori ai zonei noastre: = (a -bY=~ ) (c -rf]/^ ) În acest caz norma sa N ( ) = N [a - b /=^ ) ■ N (cu d /= ) $ DESCOMPUNEREA UNUI NUMĂR ÎN FACTORI PRIMI Reprezentând numărul sub forma Ts- r- , corespunzătoare formei generale a numerelor din zona pe care o luăm în considerare, calculăm norma acestuia: /V ( ) = N ( - /^ ) = = ( - ]/^ ) ( - /^ ) = - = Pe de altă parte, există o egalitate N(a-\-b /^ ) -N(c^-d /^ ) = (a - ph- ft ) • (c - ph- d ), și în consecință obținem pentru numărul descompunerea ( a ' - ft )-(c - d ) Dar descompunerea numărului în doi factori întregi obișnuiți este posibilă numai în două moduri: fie - , fie - Cu toate acestea, nicio descompunere nu este potrivită în acest caz, deoarece nu poate fi reprezentat sub forma x - m/a, unde x și y sunt numere întregi; unitatea poate fi reprezentată în această formă, dar numai când x = , y = Prin urmare, poate fi descompus în doi factori numai dacă unul dintre ei este egal cu = Considerăm această descompunere banală la fel de puțină ca și descompunerea numărului obișnuit în factorii și În domeniul numerelor noastre, vom numi și un număr indecomposabil dacă nu admite alte descompunere, cu excepția celor care includ numărul însuși și multiplicatorul În același mod, se poate verifica că și numerele și Y - sunt indecompuse; pentru aceasta, în loc de , ar trebui să factorizăm forma x c- y în primul caz , iar în al doilea Astfel, ne confruntăm cu faptul că, conform relației ( ), numărul regiunii noastre admite două expansiuni diferite în factori indecompunebili ["] Este destul de evident, așadar, că, dacă vorbim de numere întregi obișnuite, atunci nu există niciun motiv să luăm de la sine înțeles logic că, în afară de o astfel de descompunere, nu este posibilă alta; căci dacă ar fi evident din punct de vedere logic, ar fi evident din punct de vedere logic și în ultimul nostru caz Dacă, totuși, proprietatea pe care o investigăm este inerentă numerelor obișnuite, DESCOMPUNEREA NUMĂRULUI IA FACTORI SIMPLI atunci aceasta este particularitatea lor, care trebuie dovedită pe baza proprietăților particulare ale unor astfel de numere Este de remarcat faptul că matematicienii greci, necunoscând, probabil, exemple contradictorii precum cel dat mai sus, pur din motive de obiectivitate logică și claritate, au simțit instinctiv nevoia să demonstreze lipsa de ambiguitate a acestui gen de descompunere La Euclid, însă, această afirmație nu are o formulare modernă atât de simplă Și indiferent de diferența de formulare, vom conduce demonstrația în sine oarecum diferit decât este dată de Euclid Numărul este multiplu al lui ; este, de asemenea, multiplu de ; prin urmare, se numește multiplu comun al lui și În general, un multiplu comun al două numere este înțeles ca fiind un număr care este un multiplu al ambelor numere Un multiplu comun există întotdeauna pentru orice pereche de numere a și b\ cum ar fi, de exemplu, produsul lor ab Astfel, în afară de , pentru și multiplu comun este Este de la sine înțeles că , adică de două ori , și în general fiecare multiplu al lui ab este și multiplu comun al lui a și b Prin urmare, două numere au întotdeauna infiniti multipli comuni Cu toate acestea, multiplii comuni a două numere pot fi nu numai produsul acestor numere și multiplii acestora De exemplu, pentru numerele și , nu numai numerele , , , sunt multipli comuni, ci, evident, numărul și, odată cu el, întreaga secvență , , , , , , , în care multiplii lui formează doar o parte Pe de altă parte, numărul este în mod evident cel mai mic număr care reprezintă un multiplu comun al lui și În general, este clar că dintre toți multiplii comuni ai două numere a și b, există întotdeauna unul mai mic, deoarece dacă încerci toate numerele până la ab, nu sunt multipli ai a și b, atunci trebuie să întâlnești primul care are această proprietate (în cazul extrem, produsul ab însuși se poate dovedi a fi primul); acest număr îl vom numi cel mai mic multiplu comun al lui a și b Prima noastră sarcină va fi să demonstrăm teorema: fiecare multiplu comun a două numere este un multiplu al cel mai mic multiplu comun al acestora În raport cu numerele a - , b = , aceasta trebuie să însemne că succesiunea multiplilor lui , adică , , , epuizează toți multiplii comuni ai lui și ; în acest exemplu, la fel ca DESCOMPUNEREA UNUI NUMĂR ÎN FACTORI PRIMI și pe orice alt exemplu numeric, acest lucru este ușor de verificat, dar trebuie să verificăm validitatea acestei teoreme pentru cazul general Dovada se bazează pe observația simplă că diferența a doi multipli comuni a și b este totdeauna un multiplu comun al lui a și b Diferența a doi multipli ai lui a, așa cum a fost arătat în subiectul , este din nou un multiplu al lui a, diferența a doi multipli ai lui b este din nou un multiplu al lui b", dar dacă luăm diferența a două numere, fiecare dintre care este un multiplu al ambelor a și b, atunci aceasta diferența trebuie să fie și un multiplu al ambelor a și b, adică va fi un multiplu comun al ambelor numere Să presupunem acum că ѵ este cel mai mic multiplu comun al numerelor a și b, iar W este un multiplu comun al acestor numere; atunci, conform observației făcute mai sus, diferența W-v trebuie să fie și un multiplu comun al lui a și b, iar dacă v se scade din nou din această diferență, atunci obținem din nou un multiplu comun al numerelor a și b, pe scurt, dacă formăm succesiv numerele W-v, Г- m/, W- m/, , atunci trebuie să fie toți multipli comuni ai lui a și b Deoarece v este cel mai mic dintre acești multipli comuni, primul dintre numerele din această serie W-v este în mod necesar pozitiv Mai multe numere ulterioare ale aceluiași rând pot fi, de asemenea, pozitive Dar mai devreme sau mai târziu se va termina; secvența trebuie să conțină un număr negativ, începând de la care toate numerele ulterioare vor fi negative În esență, nu avem de-a face aici cu nimic altceva decât împărțirea lui W la ѵ ѵ se scade din W de câte ori posibil (adică până când obținem resturi pozitive), iar dacă împărțirea este complet imposibilă, atunci rezultatul va fi un rest pozitiv mai mic decât divizorul Dar în cazul nostru, dacă această împărțire ar fi complet imposibilă, atunci restul rezultat, adică ultimul dintre numerele pozitive W - xv, ar fi un multiplu comun al numerelor a și b și, în plus, schimbăm numerele v , ceea ce ar contrazice faptul că ѵ este cel mai mic multiplu Prin urmare, împărțirea prin număr întreg trebuie să fie posibilă, adică W, așa cum s-a menționat, trebuie să fie un multiplu al lui ѵ DESCOMPUNEREA UNUI NUMĂR ÎN FACTORI PRIMI Conceptul de multiplu comun al două numere a și b este opus conceptului de divizor comun al acestora: numărul t se numește divizor comun al lui a și b dacă este un factor atât în a cât și în b Din teorema articolului rezultă, în special, că produsul ab, care se află întotdeauna printre multiplii comuni ai lui a și b, este un multiplu al lui v Să demonstrăm acum o lemă de care avem nevoie pentru ceea ce urmează: câtul împărțirii produsului a două numere a și b la cel mai mic multiplu comun al acestora ѵ, adică numărul ab a , ѵ există întotdeauna un divizor comun al lui a și b Dovada este foarte simplă Din ecuația pentru d rezultă că întrucât ѵ este un multiplu al lui a, numărul este un întreg și nu o fracție, așa cum s-ar putea crede din aspectul său Astfel b este un multiplu întreg al lui d sau, cu alte cuvinte, d este un divizor al lui b Exact în același mod, se dovedește că d este un divizor al lui a și, prin urmare, așa cum a afirmat lema noastră, d este un divizor comun al lui a și b Acum putem demonstra teorema decisivă, din care unicitatea factorizării va urma ca deducție imediată Dacă un număr prim p intră ca factor în produsul xy a două numere x și y, atunci intră ca factor fie în x, fie în y, adică, în orice caz, într-unul dintre ele Dovada se bazează pe luarea în considerare a celui mai mic multiplu comun v atât al lui p cât și al lui x Produsul xy este, prin presupunere, un multiplu al lui p și, în același timp, evident un multiplu al lui x, adică este un multiplu comun al lui p și x și, în consecință, în virtutea teoremei , un multiplu al v, care ne dă dreptul de a seta xy = !iv, ( ) unde h este un număr întreg Pe de altă parte, din teorema rezultă că numărul d = ( ) V'' DESCOMPUNEREA UNUI NUMĂR ÎN FACTORI PRIMI întreg și este un divizor comun al lui p și x; dar divizorul unui număr prim p poate fi doar sau p, de unde fie d = p, fie d = În primul caz, d - p este un divizor al lui x, iar apoi teorema noastră este confirmată, deoarece p intră în primul factor al produsului xy În al doilea caz, adică pentru d = l, avem, în virtutea relației ( ), = ^, adică v = px, și astfel, în virtutea ( ), xy - hpx\ reducând pe x , obținem y = hp, adică, în acest caz, p este inclus în y, un alt factor al produsului xy Deci, în ambele cazuri, este inclus în cel puțin unul dintre cei doi factori Rezultă direct de aici că, dacă un număr prim este inclus ca factor în produsul mai multor numere, atunci este inclus în mod necesar într-unul dintre ele Într-adevăr, dacă, de exemplu, intră ca factor în produsul xyz, atunci aceasta înseamnă că, conform teoremei anterioare, intră fie în x, fie în yz, iar în ultimul caz intră fie în y, fie în z și, prin urmare, cel puțin unul dintre aceste trei numere Teorema privind unicitatea factorizării rezultă direct din aceasta Să presupunem că un număr V este descompus în factori primi în două moduri: N=pqrs = PQRS În acest caz, p inclus în N intră, de asemenea, în produsul din partea dreaptă a egalității noastre și, prin urmare, și într-un factor prim din partea dreaptă Dar dacă un număr prim face parte dintr-un altul, atunci, în conformitate cu conceptul de număr prim, acest lucru se poate întâmpla numai în cazul unic când ambele numere sunt identice Pe această bază, p trebuie să apară în mod necesar printre factorii primi ai părții drepte; același lucru se aplică oricărui alt factor prim în extinderea părții stângi Și din moment ce ambele expansiuni sunt egale, rezultă că fiecare factor prim al expansiunii din dreapta trebuie să apară și în cadrul expansiunii din stânga; pe scurt, ambele expansiuni trebuie să fie formate din exact aceleași numere prime Rămâne doar să aflăm dacă aceste numere prime sunt incluse atât în partea dreaptă, cât și în partea stângă cu aceeași multiplicitate PROBLEMA CELE PATRU CULORI Dacă, de exemplu, p ar fi inclus în partea stângă de ori, iar în dreapta - A ori, atunci am avea, pe de o parte, N = paqbrc , iar pe de alta parte, W=pAqBrc, mai mult, pentru diferite Aia, una dintre ele, de exemplu A, ar fi trebuit să fie mai mare Atunci să ne împărțim egalitățile la ra și formă M - ^p=pA~aqBrc = ■qbrc Numărul M s-a dovedit a fi descompus în factori primi și aici în două moduri Dar, în timp ce factorul prim p este clar absent în descompunerea dreaptă, el este prezent în cea din stânga dacă A este mai mare decât a Dar am arătat deja că două expansiuni ale aceluiași număr trebuie să conțină aceiași factori primi; această propoziție ar trebui să fie adevărată, în special, pentru numărul M, contrar concluziei tocmai obținute Aceasta înseamnă că a trebuie să fie egal cu A, iar în același mod, respectiv, celelalte perechi de indicatori B=b, C=c etc trebuie să fie egale [ °] Desigur, se pune întrebarea de ce toate aceste argumente nu pot fi extinse la numerele formei - analizate în Secțiunea De fapt, aproape toate cele obținute ne ducem concluziile direct la aceste numere Singurul lucru care nu poate fi transferat este demonstrația teoremei Prin urmare, aceasta este esența subiectului nostru PROBLEMA CELE PATRU CULORI Enunțarea problemei În , A Kelly (A Sauyeu) a stabilit următoarea sarcină la London Geographical Society După cum știți, hărțile geografice sunt tipărite în mai multe culori; cel mai bine este să imprimați fiecare țară cu o cerneală specială Dar, deoarece imprimarea în multe culori este extrem de costisitoare, este suficient ca numai acele țări care se învecinează între ele de-a lungul unei anumite frontiere să fie vopsite în culori diferite Harta geografica PROBLEMA CELE PATRU CULORI insula prezentată în fig , a, necesită trei culori în aceste condiții: marea, ca de obicei, este vopsită cu albastru vopsea și alte două vopsele sunt folosite pentru două țări Pe fig , b arată un card care necesită necondiționat A) Orez se juca marea Ceva mai complex patru culori, căci aici toate cele trei țări se învecinează cu marea și, prin urmare, nici una dintre ele nu poate fi pictată în aceeași culoare cu marea; și întrucât fiecare dintre ele este în contact cu alți doi, toți trei trebuie să primească culori diferite; În total, înseamnă că sunt necesare patru culori Harta prezentată schematic în fig , c, necesită și patru culori, chiar dacă nu ținem cont de mare: țara de mijloc joacă aici același rol ca în fig b caste, după cum puteți vedea din fig și , în condiția de mai sus, pot fi vopsite cu trei și, respectiv, patru culori, desemnate pentru concizie prin literele a, b, c, b Orez S-ar părea de așteptat ca hărți mai complexe să necesite mai multe culori În realitate însă, nimeni nu a reușit încă să deseneze o astfel de hartă, oricât de complexă, în care ar fi imposibil, în condițiile indicate, să te descurci doar cu patru culori Pe de altă parte, nimeni nu a reușit să demonstreze că patru culori sunt suficiente pentru orice hartă imaginabilă Aici ne confruntăm din nou cu o problemă extrem de simplă și de înțeles fără nicio pregătire matematică, care poate fi zdrobită în câteva minute PROBLEMA CELE PATRU CULORI să fie falsificat de oricine care nu are nicio legătură cu matematica și pe care, totuși, nimeni nu a reușit încă să o rezolve Pe de altă parte, s-a dovedit că orice hartă poate fi colorată cu cinci culori - cu condiția, din nou, ca nicio pereche de țări care au o graniță comună să nu primească aceeași colorare; totuși, pentru țările care ating doar un punct (sus), este permisă o singură culoare comună (ca într-o tablă de șah) Dorim să prezentăm aici dovada acestei propuneri Teorema lui Euler [ ] Instrumentul auxiliar principal în demonstrarea teoremei cu cinci culori este teorema generală privind numărul de vârfuri e, suprafețe (țări) f și muchii (limite) k în orice hartă; semnificația acestei teoreme depășește cu mult domeniul de aplicare al subiectului nostru privat Această teoremă spune că întotdeauna e + /=/r + ( ) Pe harta din fig , de exemplu, există vârfuri (adică puncte în care se ating cel puțin țări), țări și granițe (fiecare graniță se numără de la un vârf la altul, cel mai apropiat), și într-adevăr, avem aici - = - Această teoremă a fost descoperită de marele matematician al secolului al XVIII-lea, L Euler, dar Descartes știa despre ea cu o sută de ani înaintea lui Euler Pentru a o demonstra, să ne imaginăm că desenul nostru înfățișează deloc o hartă geografică, ci un sistem de câmpuri delimitate de baraje; din exterior, sistemul este înconjurat de apă, iar aceste baraje trebuie îndepărtate succesiv unul câte unul pentru ca toate câmpurile, unul după altul, să fie irigate cu apă (Fig ) Pentru a realiza acest lucru, nu este deloc necesară îndepărtarea tuturor barajelor: dimpotrivă, vom fi de acord să lăsăm acele baraje pe ambele părți ale căror câmpuri sunt deja irigate; în orice caz, poți acele baraje, pe o parte din care câmpul a fost deja irigat, pe cealaltă încă nu, pentru ca atunci când fiecare dintre ele este îndepărtat, să se deschidă de fiecare dată un câmp nou pentru apă Este clar că pentru a iriga ceea ce avem, pe lângă spațiul cosmic, numai G Rademacher și O Teplitz PROBLEMA CELE PATRU CULORI f- câmpuri este necesar să se elimine nu mai mult de f- baraje Pe de altă parte, este, de asemenea, clar că procesul de înlăturare a barajelor trebuie să continue până când nu mai rămâne niciun câmp neirigat, adică până când toate câmpurile f - sunt irigate Prin urmare, procesul nu poate fi finalizat înainte ca / - baraje să fie îndepărtate Deci numărul de baraje care trebuie îndepărtate este exact f- Luați în considerare acum un sistem de baraje care au rămas intacte Deplasându-te de-a lungul lor, poți în continuare să ajungi la orice vârf pe o potecă uscată, lăsând oricare alta La urma urmei, inițial, când apa era doar în afara sistemului nostru, acest lucru a fost, desigur, posibil - altfel am avea de-a face nu cu unul, ci cu două sau mai multe sisteme de câmp independente, cu insule situate în corpul de apă din jur, iar în acest caz problema noastră ar trebui rezolvată pentru fiecare astfel de sistem separat Dar dacă, ca urmare a uneia dintre înlăturările ulterioare ale oricărui baraj AB, s-a dovedit că barajele rămase s-au rupt în două sisteme independente (Fig ), astfel încât din partea de sus situată pe unul dintre ele nu ar fi posibil să se ajungă în vârf prin mijloace uscate, situate pe alt sistem, atunci apa de pe ambele părți ar curge liber între A și B, ceea ce ar însemna că câmpurile de pe ambele părți ale barajului AB au fost deja irigate înainte de a fi îndepărtat Am fost de acord să nu scoatem astfel de baraje Dacă dintr-un vârf arbitrar, de exemplu P, sunt trimiși doi curieri în două moduri diferite pentru a ocoli toate barajele și a vizita toate vârfurile, atunci posibilitatea de a întâlni acești curieri la un moment dat este exclusă La urma urmei, dacă două căi diferite au condus de la P la Q de-a lungul barajelor rămase, așa cum se arată în Fig , atunci ambele poteci, luate împreună, ar limita o anumită zonă, din toate PROBLEMA CELE PATRU CULORI laturi înconjurate de baraje intacte şi în care, prin urmare, apa nu putea pătrunde niciodată De la un punct de plecare dat, orice alt vârf poate fi atins doar printr-o singură cale bine definită În acest caz, înainte de a ajunge la vârf, de fiecare dată este necesar să parcurgem un anumit segment definit (baraj) și, invers, după trecerea fiecărui segment (baraj), se ajunge la un anumit vârf - punctul final al acestui segment Prin urmare, există atâtea astfel de puncte finale câte baraje intacte Deoarece, pe lângă acestea, numărul total de vârfuri include și vârful care servește drept punct de plecare, numărul de baraje neatinse este exact egal cu e - În total, asta înseamnă că vom avea / - scos și e - baraje neeliminate Prin urmare, numărul total de baraje /r \u d (/- ) + (e- ) Vom prefața demonstrația teoremei cu cinci culori cu încă un argument auxiliar: vom arăta că pentru a demonstra teorema în cazul cel mai general, este suficient să ne demonstrăm teorema pentru cazul unei hărți la vârfurile căreia cel mult trei țări converg Într-adevăr, să ni se dea o hartă, într-unul din vârfurile căreia converg mai mult de trei țări (Fig , o) Să desenăm o a doua hartă una lângă alta (Fig , b), care, în general, este o copie exactă a primei, dar cu diferența că în ea se formează o nouă țară mică lângă acest vârf Pe această hartă, așadar, va exista o țară în plus; în acest caz vor apărea și câteva vârfuri suplimentare, în care converg trei țări, dar va fi exclus vârful la care converg mai mult de trei țări Făcând exact același lucru cu toate celelalte astfel de vârfuri, puteți obține în cele din urmă o hartă în care nu vor exista deloc astfel de vârfuri Dacă am putea arăta acum că orice hartă cu cel mult țări la vârfurile sale poate fi colorată cu cinci culori, i e * PROBLEMA CELE PATRU CULORI că ne putem descurca cu cinci culori în harta noastră nou desenată, de exemplu, așa cum se arată în fig , b cu ajutorul literelor, este evident că colorarea fig , o care satisface cerintele problemei se obtine direct daca se lasa pentru fiecare tara aceeasi vopsea ca in fig , b (deoarece țările care se ating nu de-a lungul granițelor, ci numai la vârfuri, pot fi colorate, prin condiție, în același mod), adică cinci culori vor fi suficiente pentru orice hartă Dovada Lăsați harta noastră să aibă / țări cu două vârfuri, /și țări cu trei vârfuri etc Atunci numărul total al tuturor țărilor f va fi exprimat prin suma ) /=/"+/"+L + ( ) Fiecare dintre / țări cu vârfuri are și granițe: în total, înseamnă că vor da / granițe; fiecare dintre țările cu vârfuri are granițe, în total vor da /, granițe etc Recalculând astfel granițele țărilor, vom obține în sfârșit toate granițele, dar fiecare de două ori, deoarece o vom lua în contează ambele țări de frontieră De aceea al doilea = / + /, - / + ( ) Deoarece avem dreptul să presupunem că există țări la fiecare vârf, atunci aceeași enumerare pe țări a tuturor vârfurilor ne va da de trei ori numărul lor Prin urmare, Ze = / /,-f- / -J- ( ) Comparația dintre ( ) și ( ) implică Ze = /g ( ) Înmulțind ambele părți ale formulei ( ) cu , avem fi-f- /= -[- , *) Țările fără vârfuri sau cu un vârf, așa cum este ușor de înțeles, pot fi ignorate aici ) Considerațiile punctului ne dau direct doar dreptul de a presupune că la fiecare vârf nu există mai mult de trei țări, dar acest număr nu poate fi mai mic de ; altfel, nu am avea un vârf, ci un punct obișnuit pe linie PROBLEMA CELE PATRU CULORI sau, ținând cont de ( ): e-|~ /= e-|- , Unde /= e-|- sau, în virtutea ( ) și ( ): (L+L+A+ ) = ( L + /, + / + ) + Sau, în final, plasând D, ft, în ordinea crescătoare a numerelor de litere D, D, D, , obținem: L + ZL + L+/ = +/, + / + ( ) Acest lucru dă un rezultat preliminar: pe orice hartă în care nu există mai mult de trei țări în vârfuri, există cu siguranță o țară cu mai puțin de vârfuri Într-adevăr, dacă nu ar exista niciunul, adică dacă D = , ft - , D = , D = , atunci partea stângă a formulei ( ) ar dispărea, ceea ce este imposibil, deoarece în partea dreaptă trebuie să fie cel puţin Pentru hărţile prezentate schematic în fig , a, b, , , formula ( ) dă doar în partea dreaptă (nu există țări cu vârfuri , etc aici), și avem: orez , a- D= , D= , D= , D= ; orez , b- D = , D = , D = , D = ; orez : D= , D= , D= , D= ; orez : D= , D= , D= , D= În toate aceste cazuri, așadar, de fiecare dată doar unul dintre numerele D este diferit de zero Pe fig , lucrurile stau altfel Deci, știm acum că pe harta noastră există cu siguranță cel puțin o țară care are cel mult vârfuri, dar poate exista și una care are mai puțin de Să luăm în considerare în ordine toate posibilitățile: diagon, triunghi, patrulater și pentagon Diagonală Pentru el sunt posibile doar două țări de frontieră Să ne imaginăm că una dintre cele două limite ale sale (desenată în linie punctată în Fig ) este distrusă Harta astfel modificată nu va mai conține f țări, ci doar f- Să presupunem că am reușit deja să colorăm aceste f - PROBLEMA CELE PATRU CULORI țări cu cinci culori, iar țara care a apărut ca urmare a legăturii altor două țări după distrugerea graniței primește colorarea a, în timp ce cealaltă, adiacentă acesteia, colorarea b În acest caz, după refacerea graniței distruse, nimic nu ne împiedică să pictăm țara noastră originală cu vârfuri în vopsea c; într-adevăr, întrucât nu se învecinează cu nicio altă țară cu excepția acestor două, iar aceste țări sunt colorate în culorile a și b, pentru colorare rămân libere să aleagă o culoare Dacă, așadar, o hartă cu f - țări este colorată cu cinci culori, este de asemenea fezabilă pentru o hartă dată cu f țări Triunghiul L cu trei țări adiacente £ L, (Fig ) Distrugem una dintre cele trei granițe ale sale Să presupunem că harta / - țări obținută în acest fel este deja colorată cu cinci culori; apoi, la restaurarea graniței distruse, țării L va trebui să primească o vopsea diferită de cele care sunt folosite pentru a picta țările Z , Lt Există chiar și două astfel de culori din care să alegeți en d, e ar fi putut fi schimbat, atunci acesta este gratuit- Cadrilater Prin analogie, este evident că aici rămâne una dintre cele cinci culori pentru L, deoarece pentru cele țări care îl învecinează, pot fi necesare cel mult patru culori diferite Totuși, aici apare o dificultate de altă natură Aceeași țară, ca, de exemplu, ZJ, în fig , poate fi adiacent cu L de-a lungul diverselor PROBLEMA CELE PATRU CULORI frontiere După ce am distrus una dintre aceste frontiere, trebuie să o distrugem și pe cealaltă, pentru că conceptul de graniță este incompatibil cu faptul că orice țară de-a lungul acestei granițe se învecinează ea însăși Dar în acest caz ajungem la o țară care are forma unui inel, delimitată de două granițe complet independente - interne și externe Noi, fără a prevedea acest lucru, am exclus astfel de țări (deja în demonstrația teoremei lui Euler) Și aici le putem evita Pentru dacă L " Lt formează împreună un inel, atunci celelalte două granițe L trebuie să aparțină a două țări Z și Ln separate de acest inel Numai în virtutea acestui lucru, Lt și Lt sunt diferiți unul de celălalt și nu pot avea o limită comună și, prin urmare, pot fi pictate în aceeași culoare Distrugeți granițele L c și Apoi obținem o hartă cu doar f - țări, adică cu numărul de țări mai mic decât / Dacă se poate face cu cinci culori, atunci acestea vor fi suficiente pentru harta originală, deoarece țara L se învecinează cu doar țări adiacente, dintre care două sunt colorate la fel Prin urmare, pentru L mai sunt culori libere Pentagon În acest caz, dificultatea care a apărut deja în cazul unui patrulater devine și mai gravă Se poate întâmpla ca două dintre țările învecinate cu L să coincidă una cu cealaltă (Fig , a) sau să se alăture undeva (£ și £ în Fig , a) În ambele cazuri, există cel puțin două astfel de țări învecinate cu L, cum ar fi Lt și £n, care nu coincid și nu PROBLEMA CELE PATRU CULORI se învecinează între ele, deoarece sunt separate printr-un lanț de panglică format în fig , dar prin legătura L cu un singur br, iar în fig b-L cu Lt și combinate Într-un fel sau altul, două țări Lt și Lt se învecinează cu L, care nu au o graniță comună (Fig ) Să distrugem granițele lui L cu ambele țări Obținem din nou o hartă cu f - , adică schimbăm numărul de țări decât /; dacă ne putem limita la cinci culori pentru el, atunci țările vor primi, de exemplu, culoarea a, bg - culoarea b, Li - c, Ls - d, deci sunt culori în total Pentru a colora harta originală cu cinci culori, trebuie doar să colorăm țara L cu a cincea culoare rămasă atunci când granițele sunt restaurate Deoarece pe orice hartă trebuie să existe fie un cu două fețe, fie un triunghi, fie un patrulater sau un pentagon, procesul nostru de reducere se încheie cu aceasta și ajungem la concluzia că pe orice hartă este posibil să distrugem una sau două granițe în așa fel încât dacă harta rezultată permite colorarea cu cinci culori, atunci acest lucru este posibil și pentru harta originală Imaginați-vă acum că acest proces de reducere continuă până când nu avem mai mult de țări O hartă cu cinci sau mai puține țări poate fi, desigur, colorată cu cinci culori În consecință, cărțile considerate mai sus, în procesul nostru de informare secvențială și, prin urmare, inițial, această carte poate fi pictată și peste cu cinci culori [ ] Concluzie În toate considerațiile noastre, nu contează deloc dacă harta este desenată pe o foaie plată, așa cum am presupus până acum, sau pe un glob Țara exterioară sau oceanul din jur umple restul globului Doar dacă nu am ține cont, în tranziția către glob ar putea apărea contradicții Raționamentul nostru rămâne același pentru glob; acest lucru este imediat evident din întregul lor caracter La urma urmei, nu am folosit aici teoreme privind congruența sau egalitatea segmentelor și unghiurilor, care pe suprafața curbată a unei mingi ar fi trebuit să ia o altă formă; numai proprietăţile generale implicate în argumentele noastre PROBLEMA CELE PATRU CULORI poziţia reciprocă a figurilor care îşi păstrează puterea tot pe suprafaţa sferei Situația ar fi oarecum diferită dacă am dori să desenăm o hartă pe inelul lui Saturn (imaginându-l în acest scop ca un corp solid, și nu ca o masă pulverizată, ceea ce este cu adevărat) Aici puteți prezenta o hartă cerje a țări, fiecare se învecinează cu celelalte ; un astfel de card necesită așadar culori Cu toate acestea, este extrem de dificil să dovedim acest lucru fără un model și, prin urmare, suntem forțați să ne limităm la raportarea faptului [ '] Trebuie să ne punem imediat întrebarea: cum s-a putut întâmpla ca dovada noastră a suficienței celor culori să-și piardă forța aici? Cum s-au dovedit brusc a fi nepotrivite aici concluziile, care au rămas corecte după trecerea pe glob? Este ușor să indicați ambele locuri în care Orez există lacune în cursul raționamentului nostru Una dintre ele constă în demonstrarea teoremei lui Euler, la final, unde, pe baza fig , am ajuns la concluzia că ambele căi de la P la Q formează împreună, parcă, un întreg baraj, închizând o anumită parte a suprafeței în care apa nu poate pătrunde în niciun fel din exterior Un altul constă în demonstrarea teoremei principale, exact unde sunt analizate cazurile unui patrulater și al unui pentagon și unde, în raport cu Fig , , a și b, se spune că Lt și Lt nu se pot atinge nicăieri, întrucât altfel ar trebui să intersecteze un inel continuu format din Z sau, respectiv, din Ă și Lt În ambele cazuri, problema se rezumă la aceeași împrejurare: nu se poate ajunge de la o parte a unei curbe închise (Fig ) la cealaltă parte fără a traversa curba Această propoziție, care este întotdeauna valabilă pentru un plan și un glob, încetează să fie corectă pentru inelul lui Saturn și, în general, pentru orice suprafață inelară sau, după cum spune matematica tiki, tora Imaginați-vă, de exemplu, că inelul lui Saturn (Fig ) din partea sa exterioară, opusă lui Saturn însuși, curge în jurul unui flux închis și este necesar din punctul A de pe malul acestui curent pentru a ajunge la punctul B, care se află pe malul opus, chiar vizavi de punctul A, fără a-l traversa POLITOPI REGULAȚI curgerea în sine O astfel de problemă este complet de nerezolvat în avion și pe minge Aici, dimpotrivă, este necesar doar să mergem din punctul A prin punctul C în direcția lui Saturn, apoi să coborâm de-a lungul părții interioare care se confruntă cu acesta și, trecând dedesubt prin punctul D, să urcăm pentru a ajunge la B fără a traversa curge în sine Acest caz este tipic în sensul că arată cât de atent trebuie să se ocupe în matematică reprezentare vizuală, cât de ușor este această reprezentare vizuală ing duce la salturi într-o succesiune logică Orez boi Vedem acum cât sugerează fig Concluzia s-a bazat pe dovezi și suntem convinși că în realitate ar trebui dedusă strict logic din proprietățile speciale ale planului și mingii și, în plus, în așa fel încât aceste concluzii pentru avea putere Nu suprafata inelara nu mai este vom aprofunda în analize ulterioare cu genurile planului și bilei și aplicabilitatea derivării noastre la ele nu este deloc simplă, dar raportăm doar că pe o suprafață inelară, în loc de teorema lui Euler, avem alt loc: și că teorema corespunzătoare a culorii, atunci când este aplicată pe o suprafață inelară, afirmă că există suficiente culori pentru orice hartă Este curios că pentru o suprafață mai complexă la prima vedere - un inel - problema culorilor este în sfârșit rezolvată, în timp ce pentru cazuri mai simple - un avion și o minge - întrebarea dacă este posibil să faci cu nu , dar doar culori rămân deschise [ ] POLITOPI REGULAȚI Folosim acum teorema lui Euler pentru a rezolva o altă întrebare importantă, deși legată de un domeniu complet diferit, și anume problema posibilității existenței poliedrelor regulate Sub poliedru POLITOPI REGULAȚI corpul este mărit, delimitat pe toate părțile de margini plate; un poliedru, conform definiției lui Euclid, se numește regulat dacă fețele care îl delimitează sunt egale pe perechi și, în plus, sunt poligoane cu laturile și unghiurile, respectiv, egale (poligoane regulate și) Ne va fi mai convenabil să extindem formularea întrebării și să o bazăm pe o definiție mai generală Numim un poliedru regulat astfel încât toate fețele să aibă același număr de vârfuri și toate vârfurile cărora converg același număr de fețe Unghiurile, ariile și alte caracteristici metrice ale acestor poligoane în acest caz ne rămân complet indiferente; ne interesează doar relaţiile combinatorii Fie poligoanele din care este construit poliedrul nostru să fie numai n-goane (de exemplu, triunghiuri, heptagoane), astfel încât n va fi numărul de vârfuri ale fiecărei fețe În plus, la fiecare vârf al poliedrului, să converg m fețe Un poligon rectiliniu poate avea cel puțin colțuri și așa l> ( ) Deoarece unghiul solid poate fi format din cel puțin fețe plate, inegalitatea este valabilă și ea td^ ( ) Notăm cu e, f, k, respectiv, numărul de vârfuri, fețe și muchii ale poliedrului Să ne imaginăm că poliedrul nostru este gol, iar fețele sale sunt realizate dintr-un material flexibil (de exemplu, țesătură sau cauciuc); imaginați-vă în continuare că ne vom umfla poliedrul până se va transforma într-un corp sferic de formă neregulată Fețele care anterior erau plate se transformă în bucăți dintr-o suprafață sferică curbată, marginile drepte se transformă în arce de curbe și, dacă ne imaginăm că mingea noastră reprezintă un glob, atunci aceste linii formează o hartă geografică Numărul de țări de pe această hartă geografică va fi exact egal cu f - numărul de fețe ale poliedrului, numărul de limite va fi egal cu k - numărul de muchii ale poliedrului, numărul de vârfuri e - numărul de vârfurile poliedrului Toate țările f vor avea același număr n de vârfuri și granițe; deci doar unul dintre numere POLITOPI REGULAȚI / ,/" va fi diferit de zero și, prin urmare, va fi egal cu numărul total de fețe f m țări converg la fiecare vârf Pe fig , b, , (p ) sunt date exemple de astfel de hărți geografice Avem pentru ei în consecință n- , t- ; n - , t~ ; n = , t = Prin acest proces de umflare a poliedrului, ajungem la teorema lui Euler: Raport e^f^k^- ( ) este valabil nu numai pentru vârfuri, țări și limite ale unei hărți geografice, ci și pentru vârfuri, fețe și margini ale unui poliedru Din punct de vedere istoric, această a doua interpretare reprezintă teorema care a fost descoperită pentru prima dată de Euler Prin urmare, este denumită în mod obișnuit teorema poliedrelor lui Euler Din formula ( ) obținem principalele noastre rezultate Fiecare fata a unui poliedru regulat in sensul nostru are n varfuri si n muchii; toate / fețele au, așadar, fn muchii Dacă luăm în considerare că fiecare muchie aparține simultan la două fețe și, prin urmare, este luată în considerare de două ori în acest produs, atunci numărul real de muchii k este determinat din egalitate fn = k ( ) În mod similar, m fețe și m muchii converg la fiecare vârf Acest lucru dă un total de muchii e-t; dar și aici fiecare muchie este numărată de două ori la ambele vârfuri de care se învecinează cu capetele sale De aceea em = k ( ) Din formula ( ) rezultă în primul rând că e-\-f-k = , și înmulțind ambele părți ale acestei ecuații cu m, obținem: set " /t - km - t Să înlocuim aici, conform formulei ( ), k cu fn, și întrucât, în virtutea formulelor ( ) și ( ), fn = em, putem POLITOPI REGULAȚI înlocuiți și cu fn Apoi obținem raportul /l -f- fm - fnm - t, sau /( n-|- m-mp) = th ( ) Deoarece / și m sunt numere pozitive, expresia cuprinsă între paranteze trebuie să fie și ea pozitivă: n - φ - m - n > ( a) Formulele ( ) și ( ) dau limite inferioare pentru n și m, din formula ( a) vom încerca acum să obținem limite superioare pentru ele În primul rând, putem scrie ( a) ca nm - n - m v oferă soluțiile de bază ale ecuației ( ) folosind formulele ( ) și ( ), atunci vom fi capabil să găsească sistematic toate soluțiile de bază Dar avem o identitate (u - (r) ) -f- ( pg>) \u d (o C- (r) ) , a căror validitate poate fi ușor verificată prin deschiderea parantezelor din ambele părți ale ecuației Prin urmare, toate numerele a, b, c, obținute din formulele ( ) și ( ) într-adevăr, satisface ecuația ( ) Din faptul că u și v sunt eterogene, adică nu pot fi atât pare, cât și impar în același timp, rezultă că a și c, conform ( ), trebuie să fie impare, astfel încât a, b, c nu pot avea factorul său comun De asemenea, nu au un factor comun impar, pentru că atunci ar avea și un factor prim impar *) p și s-ar putea pune: c = pc, a = ral, astfel încât din ( a) să urmeze relația o = c-|-a = p(o -|-c ), v = c - a - p(c - at) Prin urmare, o și (r) ar trebui să fie, de asemenea, divizibile cu p Dar, deoarece p este impar, acest factor ar trebui să fie deja conținut în u și v , iar acest lucru este incompatibil cu faptul că u și v sunt numere coprime Pentru ilustrare, calculăm folosind formulele ( ) și ( ) câteva numere pitagorice: u = , v - : o = , = , c = ; o = , (c) = : a = , = , c= ; u = , v = : o= , = , c = ; d = , r Conform afirmației celebre, deși încă nedovedite, dar și neinfirmate a lui Pierre Fermat ( - ), ecuația ( c) nu are soluții întregi pozitive pentru orice număr întreg n > ["] Pentru unii n, de exemplu, pentru toți n între și , afirmația lui Fermat a fost dovedită de Kummer ( - ) și studenții săi [ B] Chiar și Euler ( - ) a descoperit, în special, imposibilitatea de rezolvare (în numere întregi) a ecuațiilor ( a) și ( ) Informațiile obținute despre numerele pitagoreene ne vor permite să demonstrăm că ecuația ( ) este de nerezolvat în numere întregi Vom demonstra că chiar și o astfel de ecuație ca x -J = w , ( ) nu are soluții în numere întregi Și deoarece fiecare a patra putere este un pătrat (deși nu fiecare pătrat este o a patra putere), imposibilitatea de rezolvare a ecuației ( ) dă chiar mai mult decât imposibilitatea de rezolvare a lui ( ) Dacă ecuația ( ) se scrie ca (x ) + (Y) =(r) , ( ) este ușor de observat că este un caz special al ecuației ( ) pentru a - x , b - y , c = ^isu Întrucât aici ne preocupă doar găsirea soluțiilor de bază x, y, w, concluzionăm, ca și mai înainte, că w este impar și cel al numerelor x și y , unul trebuie să fie par și celălalt impar, dacă există o soluție la toate Fie din nou x = a impar, y - b par Dacă ecuația ( ) are o soluție, atunci aceasta din urmă poate fi exprimată NUMERELE PITAGORANE ȘI CONCEPTUL DE TEOREMA LUI FERMAT formulele ( ) și ( ), ceea ce înseamnă că trebuie să existe două numere coprime eterogene u și ѵ astfel încât = - ѵ , ( а) yi - v, ( ) w - u -\-v , (SE) de unde formula ( a) poate fi scrisă și după cum urmează: x ^v = u , ( ) care dă o nouă ecuație pitagoreică cu coprim x, v și u Aici, și joacă rolul fostului c și, prin urmare, conform condiției ( ), trebuie să fie impar; întrucât x este un număr impar, există o singură posibilitate pentru v: trebuie să fie par, adică să acționeze ca primul b Mărimile x, ѵ și ca soluție principală a ecuației lui Pitagora ( ) pot fi din nou reprezentate, în virtutea formulelor ( ) și ( ), folosind noi numere coprime eterogene u și vt: xa, - ѵ , v= u vi, u=u -j-v ( ) Acum să ne amintim ecuația ( ) Deoarece u este impar și ѵ este par și, în plus, u și ѵ sunt numere coprime, atunci u și v sunt, de asemenea, coprime, deoarece factorul nu este inclus în u Prin urmare, conform condiției ( ), y se descompune în factori coprimi u și v Dar, conform considerațiilor prezentate în Secțiunea , este clar că descompunerea unui pătrat în factori coprimi este posibilă numai dacă acești factori înșiși sunt pătrați, adică dacă pentru cazul nostru u = w , v = t , ( ) unde se ține cont că v este un număr par Inserând aceste valori ale lui u și r" în ultimele noastre ecuații ( ), obținem: t' = ulvl, 'w = u -\-'v ( ) Aici ut ur" sunt și numere coprime care dau pătratul t în produs; deci ei înșiși trebuie să fie pătrate = v =y , ( ) care după înlocuirea în ecuația ( ) dă egalitatea + = ( ) NUMERELE PITAGORANE ȘI CONCEPTUL DE TEOREMA LUI FERMAT Această ultimă ecuație este de aceeași formă cu ecuația inițială ( ) Vedem, prin urmare, că, dacă există o soluție de bază a ecuației ( ) x, y, w, atunci există și cealaltă soluție a ei xp j,, w și x,, yt, w, poate fi obținută din x, y , w prin anumite operații, iar u" a primei soluții trebuie să fie în mod necesar mai mare decât w, a doua soluție, deoarece, conform ( c) și a primei ecuații, avem: w£ O nouă aplicare a aceluiași proces ne oferă o soluție xn ya, wa cu ws > ws Continuând acest proces, obținem o secvență descrescătoare validitatea numerelor W Wj W, ( ) Toate aceste numere trebuie să fie întregi și pozitive, dar poate exista doar un număr finit de astfel de numere mai mici decât w în secvența descendentă, motiv pentru care trebuie să existe un ultim număr în șirul ( ), de exemplu, ivk Deoarece, pe de altă parte, acest ultim număr trebuie să fie și o soluție a ecuației ( ), din ea, conform ( ), se poate obține o nouă soluție xft+ , wA+ , iar această derivare ne conduce la contradictoriu Ideea principală a acestei dovezi se numește, după Fermat, metoda coborârii nemărginite (descente infime ) Această idee constă în inconsecvența poziției că un anumit proces [în acest caz, repetarea operației ( )] oferă o succesiune infinită de numere întregi pozitive descrescătoare, în timp ce o serie descrescătoare de numere întregi pozitive poate avea doar un număr finit de termeni, deoarece într-o scădere Această metodă a fost aplicată pentru prima dată de matematicianul Campan din secolul al X-lea pentru a demonstra iraționalitatea secțiunii de aur (Notă, traducere) CERCUL DE ÎNCHIDERE AL O COLECTARE DE PUNCTE secvența din spatele fiecărui număr poate fi doar un număr finit de numere întregi, și anume, numai numerele n- , n- , , , , adică cele mai mari numere (zz- ) Această metodă de coborâre nemărginită stă la baza demonstrației iraționalității lui p (subiectul ) [(r)°] CERCUL DE ÎNCHIDERE AL O COLECTARE DE PUNCTE planul este dat n puncte P , P , , Pn Vom fi colectia lor de puncte') Luați în considerare acum Orez În apel toate distanțele posibile dintre perechile arbitrare de puncte Р și Pk ale unei colecții de puncte Dintre mulțimea finită d) a acestor distanțe, trebuie să existe cea mai mare Observăm în special această cantitate și o numim diametrul unei colecții de puncte formată din n puncte În jurul unei colecții de puncte cu diametrul d, se poate descrie în mod evident un cerc cu raza d, în interiorul și pe limita tuturor punctelor sale n (Fig ) Dosta- care va fi încheiat Pentru a face acest lucru, descrieți cu precizie un cerc cu raza d dintr-un punct arbitrar din colecția noastră, de exemplu, din Pt Deoarece fiecare alt punct este separat de P, cel mult, de cercul nostru, pe lângă centrul său Pt, el va conține în sine toate celelalte puncte Pr, Pr, Pn Dar este, de asemenea, ușor să construiți un cerc de rază mai mică, care, totuși, va conține și toate cele n puncte ale noastre *) Aici refuzăm în mod conștient termenul "set de puncte", deoarece este folosit și pentru a desemna colecții cu un număr infinit de puncte Conform terminologiei noastre, o colecție de puncte ar trebui să conțină doar un număr finit de puncte ') Este ușor de observat că pentru n puncte există posibilități de asociere (vezi pagina ) CERCUL DE ÎNCHIDERE AL UNUI PUNCT COLECȚIA colecție În acest scop, vom găsi o pereche de puncte, distanța dintre care are cea mai mare valoare d (Dacă există mai multe astfel de perechi de puncte separate prin d, alegem oricare dintre aceste perechi ) Lângă fiecare dintre punctele acestei perechi - le notăm cu F și P - desenăm un cerc cu raza d; fiecare dintre aceste cercuri va trece evident printr-un punct diferit al perechii Dar, după cum știm deja, toate cele n puncte ale noastre se află, pe de o parte, în interiorul cercului circumscris din P , pe de altă parte, toate trebuie să se afle în interiorul cercului circumscris din P În consecință, toate cele n puncte trebuie să se afle într-o regiune comună ambelor cercuri, adică în interiorul diagonului umbrit (Fig ) format din arcele cercurilor În apropierea acestui digon cu vârfurile S și se poate circumscrie la rândul său un cerc cu diametrul S, S Pentru a-i afla raza r, aplicăm teorema lui Pitagora triunghiului dreptunghic PjTWS: \ / Unde r = |/ Un cerc care conține în interiorul său sau la periferia sa toate cele n puncte ale colecției noastre de puncte H, vom numi cercul de închidere al colecției de puncte În locul cercului de închidere indicat inițial de rază r - d, am găsit un cerc de încadrare de rază mai mică: r = -y]/ = , d Acum se pune întrebarea dacă acest număr r = ^-)/ poate fi înlocuit cu unul și mai mic La această întrebare se răspunde următoarea teoremă a lui Young [**]: Pentru orice colecție de puncte cu diametrul d, există întotdeauna un cerc de încadrare a cărui rază nu depășește A / Zz \u d o, gі Pentru unele colecții de puncte, această rază poate fi CERCUL DE ÎNCHIDERE AL O COLECTARE DE PUNCTE aici pentru Orez LO scade'), dar există populații punctuale a căror rază mai mică este în general de neatins Dovada teoremei lui Young este problema acestui subiect Pentru o colecție de puncte constând din vârfurile unui triunghi echilateral cu latura d, putem indica cu ușurință cercul de închidere al razei lui Young -^-j/ Acesta va fi cercul circumscris în jurul triunghiului echilateral dat nouă Pentru, punerea într-un triunghi dreptunghic ABD (Fig ) r-\-x = h, vom avea: > (ÎN Unde ( ) Mai departe de triunghiul DCM avem: "g d din cauza ( ), d = h; d r - al -lea ' ') Deoarece două puncte separate unul de celălalt printr-o distanță d nu se pot încadra într-un cerc cu raza mai mică de - , există întotdeauna o pereche de puncte cu un diametru d, atunci raza cercului care îl înconjoară nu trebuie să fie în niciun caz mai mică decât - si in asta- distanţă Pot fi CERCUL DE ÎNCHIDERE AL O COLECTARE DE PUNCTE de unde, ținând cont de ( ), obținem: ( ) unde g este cel mai apropiat număr întreg mai mic decât w, iar printre ele găsiți unul care precede imediat •w sau este egal cu acesta și, prin urmare, diferă de w cu mai puțin decât Fie acest număr atunci inegalitățile vor fi valabile Aceasta demonstrează teorema pentru w arbitrar Să calculăm acum între ce numere de serie ( ) se află de fapt valoarea ]/ Pentru comoditatea calculelor, vom scăpa de numitori prin creșterea tuturor numerelor seriei ( ) de ori și ne vom pune întrebarea exact ce interval între valorile de cinci ori ale numerelor seria ( ), adică între numere , , , , , , de cinci ori valoarea lui Y scade, adică ^> ; EXPRIMAREA NUMERELOR IRAȚIONALE ÎN TERMENI RAȚIONALUL deci numarul dorit este : ( ) În mod similar, demonstrația generală a teoremei enunțate va fi mult mai simplă dacă luăm în considerare zzw în loc de w și găsim cel mai mare întreg care nu depășește irw Notând un astfel de număr cu m, vom avea: t p w t , adică Despre l w - t , excesul peste cel mai apropiat număr întreg mai mic sau până la cel mai apropiat număr întreg mai mare mai mic decât y Notând valoarea absolută a diferenței b - a prin n și gb - ga - prin de la, avem: - - t - , atunci exact în același mod obținem că există un astfel de n > N pentru care inegalitățile sunt adevărate (N - ) n c Întregul drum, de la tije: OQ, OR, PQ, PR, R Q, P'R Datorită simetriei dispozitivului, punctele O, P și P' se află întotdeauna pe aceeași dreaptă - axa de simetrie a dispozitivului Să descriem acum din Q ca din centru un cerc cu raza c; va trece prin P și P'; ster ken OQ și continuarea lui vor intersecta cercul în punctele și T Apoi OPP' și OST MECANISME DE GHID DREPT CU BALAMALE va fi secant, căruia i se va putea aplica teorema de geometrie elementară tocmai dată În acest caz, această teoremă dă: OP-OP' = OS-OT- (b - c) (b + c) = bz - sr Prin urmare, produsul OP-OP' este o valoare constantă Să punem bz - cg - ar', atunci a va fi catetul unui triunghi dreptunghic cu ipotenuza b și celălalt catet c Dar în acest caz ecuația OP-OP' - ar arată că punctul P' se obține din P prin inversarea centrului O al razei a Așa se explică numele "invertor" Prin urmare, instrumentul efectuează o operație de inversare în acea parte a planului care este realizabilă pentru punctele P și P Pentru a-l folosi pentru a trage o dreaptă, trebuie doar să faceți P să se miște de-a lungul unui cerc care trece prin O, apoi, datorită la proprietățile de inversare cunoscute acum, P se va deplasa în linie dreaptă Dar este foarte ușor să efectuați o mișcare circulară a punctului P într-un mecanism articulat Pentru a face acest lucru, este necesar să atașați o nouă tijă ZP la P cu ajutorul unei balamale, care se rotește în jurul unui centru fix Z Pentru ca traiectoria circulară a punctului P să treacă prin O, lungimea tijei ZP este necesară pentru stația OZ Din cauza alegeți egală cu distanța constantă pe care o avem acum a șaptea tijă PZ atașată cu un capăt fix Z, punctul P se poate deplasa doar de-a lungul arcului de cerc care trece prin O și, prin urmare, P va trebui să se deplaseze în linie dreaptă (prin drumul, perpendicular pe OZ, vezi Fig ) Au fost inventate și alte invertoare, la fel ca rezolvarea problemei conducerii unei linii drepte (Hart) (Fig ) constă doar dintr-un antiparalel și invertorul Poselle, Ale mele Hart Inverter tije Este un gram, adică un patrulater articulat cu laturi opuse egale, situat, totuși, nu așa, MECANISME DE GHIDARE DREPTĂ BALAMATE ca în paralelogram, dar așa cum se arată în fig , cu intersecția unei perechi de laturi opuse ) Pe fiecare dintre tije se poate marca un astfel de punct O, P, P', R încât, la o anumită poziție a antiparalelogramului, acestea să se afle pe o dreaptă paralelă cu ambele "diagonale", AC și BDl) Și se dovedește că rămân pe o linie dreaptă paralelă cu "diagonalele", și pentru orice altă poziție a antiparalelogramului Într-adevăr, deoarece segmentele OP și DB sunt paralele, avem: AO:OD=AP:PB ( ) Similar AO:OD = CP':P'D, ( ) AP:PB = CR:RB, ( ) CR:RB=CP:PD ( ) Este evident că aceste relații între lungimile fixe ale tijelor rămân în vigoare pentru toate mișcările posibile ale patrulaterului articulat Dar în acest caz rezultă din ( ) că pentru orice poziție a patrulaterului articulat OP \ DB Pe baza ( ) OP' | AC, iar din moment ce AC|| £), deci și OP' || D B Dar dacă OP și OP' sunt paralele cu aceeași dreaptă DB, atunci punctele O, P și P trebuie să se afle pe aceeași dreaptă, și anume, dreapta paralelă cu DB și care trece prin punctul O Prin raționament analog, putem stabiliți că punctele R, P, P se află și ele pe dreapta paralelă cu DB prin R Obținem astfel că toate cele patru puncte O, P, P', R se află întotdeauna pe dreapta paralelă cu DB Mai departe, din nou datorită paralelismului celor trei linii OP DB=AO:AD, OP':AC=DO:DA *) Prin rotirea în jurul balamalelor, tijele pot fi mutate dintr-o poziție în alta O poziție intermediară între un paralelogram și un antiparalelogram este aceea în care toate laturile sunt pe aceeași linie dreaptă, ABC coincid cu ADC Ambele diagonale AC și BD dintr-un antiparalelogram sunt întotdeauna paralele, deoarece triunghiurile ACB și ACD sunt simetrice și, cu o bază comună AC, au aceeași înălțime MECANISME DE GHID DREPT BALAMATE În loc de aceste proporții, puteți scrie: OP-AD = AO-DB, OP'-DA = DO-AC Înmulțind părțile din dreapta și din stânga acestor două egalități și împărțind la AD , obținem: OP-OP' = -^° • AC- DB ( ) AO, DO, AD stând pe partea dreaptă sunt valori constante, determinate o dată pentru totdeauna de scara instrumentului; dimpotriva, AC si DB sunt lungimile diagonalelor, evident in functie de pozitia antiparalelogramului Și totuși produsul acestor mărimi variabile AC-DB este o mărime constantă Într-adevăr, din figură, în care tragem încă două linii auxiliare VDCOL și BF^AC, se vede direct că AC-BD \u d (AF- \ - FC) (AF - FC) \u d AF - FC ( ) Teorema lui Pitagora aplicată triunghiurilor AFB și FCB ne oferă acum de unde scadem: AP - FC = AB - CB Înlocuind această valoare a diferenței pătratelor AF -FC(r) în formula ( ), obținem: • AC-BD = AB -CB ( ) Partea dreaptă a acestei ecuații este o constantă Comparând formulele ( ) și ( ), avem: OP-OP' = • (AB - SB ) ( ) În dreapta, avem aici o valoare constantă, adică depinde doar de scara instrumentului în sine Dacă fixăm acum punctul O pe plan, altfel dând antiparalelogramului capacitatea de a face orice mișcări, atunci ecuația ( ) va însemna că punctele P și P', situate, MECANISME DE GHID DREPT BALAMALE după cum sa dovedit deja, pe aceeași dreaptă cu O, se obțin prin inversare unul față de celălalt, iar pătratul razei cercului de inversare este determinat de o expresie oarecum complexă, dar care permite o construcție elementară, pe partea dreaptă a formula ( ) Considerațiile de mai sus demonstrează că invertorul Harth inversează Dacă, prin atașarea unei a cincea tije, punctul P este făcut să descrie arcul de cerc care trece prin O, atunci punctul P', așa cum știm deja, se va deplasa de-a lungul unui segment de dreaptă Acum se cunosc și mecanisme articulate care se mișcă în linie dreaptă și nu folosesc inversarea Un design ingenios este romboidul dublu Kempe (Kegpre) (Fig ) Un romboid sau deltoid este un astfel de patrulater în care există două perechi de laturi egale și ambele laturi egale din fiecare pereche se învecinează una cu cealaltă Într-un romboid, există cu siguranță o pereche de unghiuri egale, și anume cele care sunt închise între laturile aparținând unor perechi diferite Fie ABCD și BCEF doi romboizi articulați cu același raport lat, iar laturile mici DC și CB ale romboidului mare să fie egale cu laturile mari EC și CB ale romboidului mic Tijele sunt dispuse astfel încât romboizii să fie convexe Vârful F al romboidului mic se află pe partea celui mare, astfel încât ambii romboizi au un unghi comun la B Prin urmare, unghiurile la D, E și B sunt egale Două patrulatere convexe cu laturile proporționale și fiecare un unghi egal sunt similare Cu orice mișcare a mecanismului articulat compus din acești doi romboizi, ambii romboizi ABCD și BCEF rămân întotdeauna similari MECANISME DE GHID DREPT BATATE Dacă două laturi opuse ale romboidului sunt continuate până când se intersectează, atunci în punctul de intersecție formează un unghi Pentru romboizi similari, astfel de unghiuri EXF și CYB sunt egale Dacă prin C trasăm o dreaptă CZ paralelă cu AB, atunci unghiurile DCZ și CYB vor fi egale, ca corespunzătoare; în plus, unghiurile ZCE și EXF sunt egale, ca cruci interioare situate la liniile paralele ZC și AB Aceasta înseamnă că toate cele patru unghiuri marcate în figură sunt egale Prin urmare, într-un triunghi isoscel (după condiție) CDE, dreapta CZ este bisectoarea unghiului la vârful său și, prin urmare, trebuie să fie perpendiculară pe baza sa DE Deoarece CZ a fost trasat paralel cu AB, dreapta care trece prin punctele D și E trebuie să fie perpendiculară pe AB Să facem acum punctul D fix și să facem ca dreapta AB să se miște paralel cu ea însăși; atunci se va fixa și perpendiculara căzută de la D la AB Dar, deoarece punctul E se află pe această perpendiculară, numai mișcarea rectilinie de-a lungul acestei perpendiculare este posibilă pentru el Pentru a efectua acum mișcarea paralelă necesară AB, vom atașa în punctul B cu ajutorul unei balamale o altă tijă BO, egală în lungime cu AB și AD, adică BG \u d AB \u d AD Punctul G este fixat în același mod ca și D, iar DG este de asemenea luat egal cu AB, astfel încât ADGB este un romb Laturile opuse dintr-un romb sunt întotdeauna paralele, prin urmare, AB, în orice poziție a mecanismului, este paralelă cu dreapta invariabilă DG Aceasta rezolvă problema mișcării rectilinie a punctului E Romboidul dublu al lui Kempe permite si un alt mod, deosebit de elegant, de indreptare Pentru a face acest lucru, acesta trebuie realizat în două copii simetrice: ABCDEF și A'B'CD'E'F' Ambele cazuri sunt conectate în așa fel încât să aibă un vârf comun C, iar tijele DCE' și D'CE trec prin (Fig ) Bisectoarea CZ a unghiului DCE, așa cum sa demonstrat deja, este paralelă cu AB-, în mod similar, bisectoarea CZ' a unghiului D'CE' este paralelă cu A'B' Și deoarece unghiurile DCE și D'CE' sunt verticale prin construcție, ambele bisectoare CZ și CZ' se află pe aceeași dreaptă paralelă cu liniile AB și A'B' Prin urmare, AB și A'B' sunt paralele între ele în orice poziție a mecanismului balamalei Mai mult, A'B' trebuie să se afle întotdeauna pe extensia lui AB Deoarece paralelismul lui AB și A'B' avem MECANISME DE GHID DREPT CU BALAMALE deja dovedit, este suficient să arătăm că punctul C este la fel de îndepărtat atât de AB cât și de A'B' Pentru a face acest lucru, vom demonstra că romboizii ABCD și A'B'CD' sunt simetrici pentru orice poziție a mecanismului Într-adevăr, în ambele jumătăți ale instrumentului, unghiurile DCE și D'CE' sunt egale ca verticale Conform celor dovedite în secțiunea , fiecare dintre aceste unghiuri este de două ori mai mare decât unghiul dintre laturile opuse ale romboidului Și din moment ce laturile romboidului sunt date și, atunci romboidul este complet determinat de aceste mărimi Acest lucru poate fi verificat prin următoarea construcție auxiliară Să delimităm romboidul BCDH de romboidul ABCD (Fig ) Punctele A, H, C, din cauza simetriei, se află pe o singură dreaptă ') Deoarece HB^DC, unghiul ABH este egal cu unghiul DCZ și, în consecință, egal cu jumătate din unghiul DCE (Fig ) Deoarece latura AB este dată și BH este egală cu BC, triunghiul ABH este complet definit În plus, D este imaginea în oglindă a lui B în raport cu axa AH, iar C este al patrulea vârf al rombului BCDH, deja definit de cele trei vârfuri B, H, D Deci, ambele jumătăți ale dispozitivului prezentate schematic în Fig , după cum sa menționat, sunt întotdeauna simetrice, deci distanța punctului C față de AB este egală cu distanța sa față de A'B' Aceasta înseamnă că punctele A, B, A', B' se află pe o singură linie dreaptă pentru orice poziție a mecanismului Dacă fixăm acum punctele A și B nemișcate, atunci segmentul A'B' își va păstra mobilitatea El se poate mișca doar în linie dreaptă AB înainte și înapoi '*) Acest desen coincide cu schema invertorului lui Pocellier NUMERE PERFECTE Astfel, am obținut o nouă metodă de trasare a unei linii drepte folosind un mecanism cu balamale Acest ultim mecanism de ghidare rectiliniu oferă chiar și ceva mai mult decât precedentul Acesta din urmă comunică mișcarea rectilinie doar la un punct, în timp ce cu ajutorul acestui din urmă mecanism facem să se miște întregul segment A'B' în linie dreaptă Deoarece este posibil să se asocieze în mod invariabil figuri arbitrare, chiar și un întreg plan, cu segmentul A'B', acest dispozitiv efectuează o mișcare paralelă a întregului plan de-a lungul lui, astfel încât toate punctele sale să treacă prin segmente de dreaptă reciproc paralele și congruente [b'] NUMERE PERFECTE La sfârșitul cărții a IX-a a "Principiilor" sale - ultima dintre cele trei consacrate aritmeticii - Euclid, după ce a dovedit nemărginirea seriei de numere prime în modul reprodus de noi în subiectul , trece apoi la astfel -numite numere perfecte Denumirea "număr perfect" se găsește adesea la Platon, în special, în locul "Statului", unde îl folosește în argumente vagi despre eugenie în legătură cu așa-numitul număr "căsătorie" Știința modernă consideră această teorie, împreună cu tot ce i-au adăugat ulterior matematicienii, ca un fel de curiozitate care a rămas departe de căile largi ale gândirii științifice Dacă, totuși, ne întoarcem acum la această temă, o facem pentru că prezintă un profund interes din punct de vedere metodologic; există o scânteie în ea, pe care, după cum vom arăta în prelegerea următoare, Euler a reușit să o aprindă mai târziu și care acum scânteie cu o flacără strălucitoare sub forma uneia dintre cele mai ciudate ramuri ale matematicii moderne, și anume teoria distributia numerelor prime Conform lui Euclid, un număr perfect este unul care este egal cu suma tuturor divizorilor săi Numărul , de exemplu, este un număr perfect, deoarece divizorii săi, așa cum este ușor de verificat, sunt , , , iar suma lor este - f - - f - = numărul, care poate fi găsit prin eșantionare , este = -f- -|- -|- -|- Următorul număr perfect nu este atât de curând ) Excluzând, desigur, numărul însuși din componența lor NUMERE PERFECTE Este necesar să găsiți toate numerele perfecte suplimentare nu prin încercări similare, ci sistematic Este clar că niciun număr prim nu poate fi perfect Pentru că numărul prim p este divizibil numai cu și cu p și, deoarece, conform definiției unui număr perfect, numărul în sine nu este inclus în numărul divizorilor săi, suma tuturor divizorilor de aici se dovedește întotdeauna a fi egal cu și prin urmare nu poate fi în niciun caz egal cu p Pe baza acestui fapt extrem de simplu, vom merge mai departe cu atenție Numărul nu este prim, ci este pătratul unui număr prim; este divizibil cu și și, în afară de aceste numere, nu are alți divizori (este ușor de verificat prin testarea tuturor numerelor de la la ) Și întrucât suma acestor divizori -J- = este mult mai mică decât , acest număr nu este nici perfect Este absolut clar că într-un mod similar pătratul oricărui alt prim p este divizibil cu și cu p Cu toate acestea, faptul că aceste două numere epuizează toți divizorii lui p nu mai este posibil să se verifice toți p în același mod în care am făcut-o pentru ; Acest lucru poate fi verificat doar prin dovezi Această împrejurare a fost observată de Euclid și a luat în considerare toate teoremele auxiliare necesare Oferim aici demonstrația sa într-o formulare puțin diferită, bazată pe teorema privind unicitatea factorizării, care a fost discutată în Subiectul Într-adevăr, dacă p ar fi divizibil cu orice număr altul decât p, ar putea fi factorizat diferit: cu utilizarea a altor factori primi decât în descompunerea lui p - pp dat direct nouă În general, nici o altă putere mai mare a unui număr prim nu poate fi, de asemenea, un număr perfect Într-adevăr, toți divizorii lui pa sunt și puteri ale lui p, doar mai mici decât pa: I, P, P*, pa~ -, ( ) suma lor, conform regulii de adunare a membrilor unei progresii geometrice, care, de altfel, Euclid o derivă tocmai din acest motiv, este egală cu +p + p'+ • • ■ +Pa~' • (Ia) NUMERE PERFECTE Numitorul p - întâlnit aici pentru cel mai simplu caz (p - ) este egal cu , dar pentru orice p mai mare de , acesta depășește ; aceasta înseamnă că partea (p - ) a diferenței pa - este fie egală cu diferența pa - în sine, fie mai mică decât aceasta, dar în orice caz nu poate fi mai mare decât aceasta; prin urmare, suma tuturor divizorilor lui pa poate fi cel mult egală cu pa - și, prin urmare, neapărat mai mică decât pa Astfel, un număr de forma pa nu poate fi perfect După aceste observații preliminare, nu este greu de investigat întrebarea dacă un număr poate fi perfect dacă poate fi descompus în produsul puterilor a două numere prime, ca, de exemplu, = '- * sau, în o formă mai generală, un număr de forma p*qî Este imediat clar că numărul nostru este divizibil cu următoarele numere: P, P , P' , qp, qp*, qp' ( ) q , q*p, q p*, q*p', te la toate numerele de forma paq$, unde a variază de la la și P de la la Pe baza teoremei privind unicitatea descompunerii în factori primi, toți divizorii săi sunt epuizați prin aceasta Pentru a forma suma acestor divizori, observăm că rândurile tabelului nostru ( ) conțin produsele valorilor primului rând: în al doilea rând, prin q, în al treilea rând, prin q* Suma divizorilor plasați în prima linie este egală cu suma progresiei geometrice -|-р -|-р -ț-p*; Astfel, pentru a obține suma dorită a divizorilor, trebuie luată suma acestei progresii geometrice, apoi produsul ei cu q și, în final, produsul său cu q*, adică r=(i i +^)(i p+p' | p') În mod similar, dacă luăm numărul inițial N = paqb, obținem suma t=(і+?+ -Н*) -p+ -+pl)= - p°+* - l"+(|+ + +i) + * L \u d + y + y + ••• + І> l "+ (іb + ••• + І)> si in general vorbind Am- > "b' ' Cu cât mai mult m, cu atât va deveni mai mult At Este suficient, de exemplu, să luăm m = pentru ca ~ să ajungă la și astfel Am să depășească ; ar fi la fel de ușor să se determine o valoare a lui m astfel încât Am să fie cu siguranță mai mare de un milion etc ') ') Deoarece puterile lui apar în mod arbitrar departe în seria numerelor naturale, din inegalitatea ( ) rezultă, printre altele, că expresia + y + y +••• + unde crește la infinit, sau, ca matematicieni să zicem, seria infinită * * "d" " • • • diverge, G Rademacher și O Teplitz SERIA PRIME NELIMITATĂ DUPA EULER Fie p un număr prim Atunci pentru toate numerele prime până la și inclusiv p putem scrie, conform formulei ( ): + y + zі + ••• + zN în plus, există multe altele Prin urmare, oricum În sfârșit, formula finală este aceea adică Am K cu f \u d k În acest caz, am putea reprezenta figura F într-o formă redusă FIGURA CU CEA MAI MARE ZONA CU PERIMETRU DAT scara, pentru care este suficient sa taiem in acelasi raport toate razele OA, OB, OS, OD, venite din orice punct O din interiorul figurii F catre perimetrul acesteia Să alegem această scară astfel încât figura rezultată F' cu perimetrul /' să aibă o aria egală cu cea a lui K; întrucât perimetrul figurii se micșorează în mod evident în acest caz, am avea Astfel, s-ar dovedi că perimetrul figurii F este mai mic decât perimetrul cercului, care are aceeași arie ca F Dar dacă se dovedește că acest lucru este imposibil, atunci problema pusă în titlu se rezolvă astfel în favoarea cercului Aceste concluzii pot fi trase exact în același mod, în ordine inversă Prin urmare, cele două formulări sunt perfect echivalente Tocmai am folosit implicit următoarea teoremă pe perimetrul și aria unei figuri plane: I Dacă o figură plană este redusă în mod similar (mai precis, homotetic) în raport cu : r, atunci perimetrele figurilor originale și reduse vor fi raportate ca : r, în timp ce ariile, ca nr Să colectăm acum aici toate celelalte teoreme privind perimetrul și suprafața de care vom avea nevoie în cele ce urmează Nu ne vom opri asupra dovezilor lor, altfel ar trebui să studiem ei înșiși aceste concepte, ceea ce nu face parte din sarcina noastră acum Dacă ar fi să realizăm toate demonstrațiile (și aceasta ar necesita o analiză amplă și sistematică), atunci ne-am convinge de validitatea teoremelor, numerotate în cele ce urmează cu cifre romane În orice caz, vom folosi doar aceste teoreme, marcate cu cifre romane, și astfel avem o problemă clar pusă II Dacă o figură face parte dintr-o altă figură, atunci aria acestei părți este mai mică decât aria întregii figuri (Fig ) Pentru perimetru, o teoremă similară nu este valabilă, ceea ce poate fi verificat direct din Fig : dacă conturul figurii interioare este suficient de tortuos, perimetrul acesteia este probabil mai mare decât perimetrul curbei exterioare Dar teorema va fi valabilă dacă ne limităm să luăm în considerare doar figuri convexe O figură se numește convexă dacă segmentul care leagă oricare două dintre punctele sale îi aparține în întregime FIGURA CU CEA MAI MARE ZONA CU UN PERIMETRU DAT figura Pe fig Figura prezintă o figură neconvexă: P și Q sunt puncte situate în interiorul acestei figuri, în timp ce segmentul PQ nu îi aparține în întregime Orez Orez Orez Următoarele teoreme sunt valabile: III Dacă o figură convexă cuprinde alta convexă, atunci perimetrul primei este mai mare decât perimetrul celei de-a doua IV Orice figură neconvexă poate fi completată la una convexă, astfel încât aria figurii să crească, iar perimetrul să scadă (Fig ) Aceste patru fapte, date de noi fără dovezi, sunt intuitiv destul de evidente și, dacă aici pot exista îndoieli, atunci numai în legătură cu ii Acum intrăm în cercul de idei II Steiner, a cărui prezentare este sarcina acestui subiect Sa incepem cu afirma că curba având cea mai mare arie pentru un perimetru dat, Fig' > ar trebui să fii în orice caz tu- convex Acesta este derivat direct din IV și I Într-adevăr, dacă această cifră este completată în conformitate cu IV la una convexă, atunci perimetrul său va scădea, în timp ce aria va crește Să mărim figura rezultată în mod similar la o astfel de scară încât noul perimetru să fie egal ca dimensiune cu originalul; apoi, pe baza , aria va crește din nou Aceasta înseamnă că pentru fiecare figură neconvexă, este posibil să se construiască una convexă cu același perimetru, dar cu o suprafață mai mare Prin urmare, o figură convexă nu poate niciodată dați aria maximă pentru un perimetru dat Ne vom ocupa deci numai de curbe convexe În primul rând, arătăm că pentru orice convex FIGURA CU CEA MAI MARE ZONA CU PERIMETRU DAT figura unui perimetru dat, există o figură convexă a aceluiași perimetru, nu mai mică decât aria, care are axa de simetrie Fie P un punct pe curbă (Fig ); găsiți pe aceeași curbă un punct Q care împarte perimetrul total măsurat din punctul P în două părți egale Chord PQ Orez împarte figura dată în două părți; să fim atenți celui care are o suprafață mare și să o reflectăm într-o imagine în oglindă din linia dreaptă PQ Această parte, împreună cu reflectarea sa în oglindă, formează o figură, zona care este b Pepenele galben este aria unei figuri date cu același perimetru Prin aceasta, prin urmare, figura originală este înlocuită cu una mai mare, prin urmare, nu a dat o suprafață maximă pentru un anumit perimetru Dacă ambele părți ale figurii sunt egale, facem și o înlocuire similară a unei părți a figurii cu o imagine în oglindă a celei de-a doua părți În acest caz, reflexia noastră în oglindă ne oferă o nouă figură de aceeași zonă și același perimetru, dar care are avantajul față de cea originală că are o axă '■ X de simetrie PQ X Pentru acest ultim caz, putem aici p pentru a trage alte concluzii Dacă C, figura originală era un cerc, atunci PQ va fi unul dintre diametrele sale, iar noua figură va rămâne aceeași în jur Dar invers: noua figură va fi un cerc numai dacă acea jumătate din figura veche, pe care am oglindit-o, a fost un semicerc Se poate întâmpla însă ca o jumătate a figurii să fie un semicerc, în timp ce cealaltă jumătate să aibă o formă diferită (Fig ); în acest caz, figura, reținând fostul perimetru și aria, ar fi un cerc, în timp ce cea originală nu era; există, totuși, posibilitatea de a evita acest lucru și de a face și inversul adevărat La urma urmei, avem libertatea de a alege care dintre cele două semifiguri de mărime egală să supunem reflectării în oglindă; Să stabilim deci o dată pentru totdeauna că vom lua acea jumătate care nu este jumătate în jurul FIGURA CU CEA MAI MARE ZONA CU UN PERIMETRU DATE Acum putem merge mai departe în demonstrarea propoziției de mai sus Dacă noua figură se dovedește a nu fi convexă, atunci prin completarea acesteia, poate fi făcută convexă și, după ce a crescut la o scară adecvată, poate reveni la perimetrul său anterior; se va păstra axa de simetrie; astfel figura noastră poate fi, așa cum vom spune, "îmbunătățită" Deci, știm următoarele: dacă / / W figura originală nu este un cerc, atunci fie poate fi V "îmbunătățiți" (și atunci, prin urmare, nu dă q g'o maxim), sau puteți găsi un fi- / convex guru cu aceeași zonă și peri-Z metru, care, de asemenea, nu va fi un cerc, ci xVzh va avea o axă de simetrie Acum dorim să arătăm că dintr-o formă convexă, simetrică față de axa phi, Fig a unui gur care nu este cerc, se poate obține oricând o altă figură de același perimetru, cu o suprafață nu numai mai mică, dar cu siguranță mai mare Dacă acest lucru poate fi afișat, atunci va însemna că orice cifră care nu este un cerc poate fi întotdeauna " îmbunătățită-" În primul rând, observăm că pe curba care ne delimitează figura (Fig ), trebuie să existe un punct C, din care axa de simetrie AB nu este vizibilă în unghi drept Căci dacă AB din fiecare punct al curbei ar fi vizibil sub linia dreaptă Orez unghi, atunci această curbă, în virtutea teoremei Thales sau, dacă doriți, a teoremei unghiurilor înscrise (vezi p , Fig ), ar trebui să fie un cerc cu diametrul AB; prin presupunere, această curbă nu este tocmai un cerc Lângă triunghiul ABC, vom construi acum un alt triunghi, dreptunghiular (Fig ), cu catetele DS, \u d AC și B, SU \u d BC; oglindiți-l de la DW și la patru la laturile patrulaterului astfel obtinut A^C^B^C* Să atașăm patru segmente umbrite identice cu segmentele corespunzătoare din Fig Toată această operație poate fi imaginată diferit și anume, să considerăm că laturile patrulaterului ACBC din fig sunt tije legate la vârfuri prin balamale, iar cele patru segmente sunt invariabil FRACȚII DECIMALE PERIODICE atașate la aceste tije și că balamalele se rotesc până se formează unghiuri drepte la C și C'; de unde și numele, metoda în patru ori a lui Steiner Perimetrul figurii astfel obtinute a ramas acelasi; este format din aceleași arce de curbe Desigur, zonele segmentelor au rămas neschimbate Întreaga chestiune, așadar, se rezumă la o comparație a patrulaterelor sau triunghiurilor ABC și a componentelor, datorită simetriei rii, jumătăți din aceste patrulatere Aria unui triunghi, conform unei teoreme binecunoscute, este egală cu jumătate din produsul bazei și înălțimii; deci aria triunghiului este răsună cu produsul • AlCi-BJCi Înălțimea triunghiului ACB, coborâtă de la vârful B la AC, va fi cu siguranță mai mică decât BC, deoarece unghiul din C nu este o linie dreaptă și, prin urmare, aria acestui triunghi va fi mai mică decât - AC-BC Dar AtC, = AC, ВІСІ = ВС, prin urmare se dovedește că aria lui ACB este cu siguranță mai mică decât aria lui A, C, Bn și, prin urmare, noua figură are o suprafață mai mare decât cea inițială Totul este făcut: pentru orice figură care nu este un cerc, puteți construi o altă figură cu același perimetru, dar cu o suprafață mai mare În consecință, nicio figură, cu excepția unui cerc, nu poate da o suprafață maximă pentru un anumit perimetru De ce acest lucru nu rezolvă încă întreaga problemă și de ce argumentele date nu sunt suficiente pentru a afirma că cercul depășește cu adevărat în zonă toate celelalte figuri ale aceluiași perimetru - acest lucru este discutat mai detaliat în subiectul anterior O rezolvare completă a acestei probleme, care mai are nevoie de câteva argumente concludente, ar fi poate fezabilă și aici, dar aceasta ar necesita o oarecare tehnică matematică, accesibilă doar celor care o practică sistematic, iar cartea noastră nu cere acest lucru de la cititor FRACȚII DECIMALE PERIODICE Când convertim fracții obișnuite în zecimale, întâlnim, după cum se știe, trei cazuri diferite, a căror natură este dată de următoarele tipice FRACȚII DECIMALE PERIODICE exemple: I - = , , ^ = , ; ' I , , -|-= , ; III -£ = , , ^= , Cele mai simple aici sunt exemplele din prima linie Dacă ne amintim că fracțiile zecimale sunt fracții ai căror numitori sunt puteri a lui zece, atunci fracțiile date în Exemplele I pot fi scrise și după cum urmează: ' ' Aceste egalități nu conțin nimic special Ei afirmă doar că aceste fracții obișnuite pot fi reprezentate în așa fel încât numitorii lor să fie puteri ale lui Poate că aceasta este pentru toate acele fracții în care numitorul este un factor într-o putere suficient de mare a lui O trăsătură distinctivă simplă a unui astfel de un numitor este că nu conține alți factori primi în afară de și Într-adevăr, numărul a- ^ intră ca factor în numărul , unde y este mai mare decât ambele numere a și p Prin urmare, orice fracție cu numitorul de '- ₽ poate fi întotdeauna transformată într-o fracție zecimală cu numitorul de Dacă numitorul fracției care ni s-a dat include, în plus, un alt factor k, care nu este divizibil nici cu , nici cu , atunci va fi evident imposibil să transformăm o astfel de fracție într-o zecimală în modul descris; Într-adevăr, dacă presupunem că a a atunci ar trebui să tragem concluzia că g'-" g-₽ = ai, de unde k (dacă nu este egal cu ) ar trebui să fie divizibil cu FRACȚII DECIMALE PERIODICE sau , deoarece, datorită unicității factorizării în factori primi, ak și, prin urmare, și k, nu poate conține alți factori primi, cu excepția lui și Exemple de acest fel sunt date în rândurile I și III aproximativ , În aceste cazuri, ei spun că fracțiile - și poți Y/o și punând rm = rn în el) obținem: Wm-I- = qn-Jb- Prin urmare, Yu(rem i - rn-i) este divizibil cu b Dar deoarece b este un număr relativ prim la , atunci diferența rm t - rn f trebuie să fie divizibilă cu b Prin urmare, această diferență trebuie să apară în serie , -I- Z?, -{- £>, - - &, • • • Dar întrucât, pe de altă parte, rm și rn sunt resturi și, prin urmare, trebuie să fie mai mici decât b, valoarea absolută a diferenței lor trebuie să fie și mai mică decât b În seria noastră, găsim pentru această diferență o singură valoare posibilă Unde Prin urmare, perioada trebuie să înceapă imediat după virgulă Dacă lungimea perioadei se notează cu Â, atunci când convertim fracția -y în zecimală, vom obține după Ă diviziuni în restul din nou a Dar la urma urmei, la fiecare diviziune, atribuim zero dividendului din dreapta, prin urmare, obținând restul a, de fapt împărțim nu a, ci a - x Prin urmare, a- x - a este divizibil cu b Dar de atunci a- x - a \u d a ( x - ), FRACȚII DECIMALE PERIODICE și a este un număr relativ prim față de b, atunci expresia x- trebuie să fie divizibilă cu b Mai mult, Ă este cel mai mic număr pentru care x - este divizibil cu b La urma urmei, perioada se închide deja la prima apariție a restului a și, prin urmare, este cel mai mic număr pentru care a- , împărțit la b, dă restul a Avem astfel teorema: I Lungimea perioadei b a fracției y este cel mai mic număr k pentru care expresia x - este divizibil cu b Această teoremă conține două afirmații care merită o atenție specială În primul rând, se afirmă aici că pentru un dat b coprim la , este posibil să se specifice un număr Â astfel încât expresia x - să fie divizibil cu b Existența unui astfel de număr B nu este în sine evidentă și în acest caz se bazează pe faptul că A denotă aici numărul de semne ale perioadei, a căror existență a fost dovedită în locul său (secțiunea ) În al doilea rând, se dovedește că B depinde numai de b, dar nu de a Toate fracțiile ireductibile ~ cu același numitor b au aceeași lungime a perioadei Â, a căror dependență de b o scriem ca Â - / (b) Considerați acum împreună mai multe expansiuni ale lui y în zecimale pentru a diferit, dar cu aceeași constantă b Am avut deja o avarie : = , Pentru comparație, calculăm : = , Perioada , corespunzătoare fracției y, se obține din perioada , corespunzătoare fracției y, printr-o simplă permutare ciclică a cifrelor Acest lucru va deveni imediat clar dacă acordați atenție faptului că restul , care începe descompunerea lui y, se găsește și printre reziduuri FRACȚII DECIMALE PERIODICE descompunerea lui y, iar datorită coincidenței acestor resturi trebuie să coincidă și operațiile de împărțire ulterioare Printre resturile de descompunere ale lui y apar exact în același mod și resturile , , , Și într-adevăr, toate cele șase reziduuri care sunt posibile atunci când sunt împărțite la ar trebui să apară aici, deoarece perioada de descompunere a lui y are semne Dacă ne imaginăm că ordinea cifrelor din perioadă este ciclică, adică ultima cifră este urmată de cea inițială, iar fiecare cifră a perioadei este asociată cu restul din care se obține ca urmare a împărțirii: solduri privat | apoi din acest tabel se poate observa imediat că expansiunea lui y- are o perioadă care începe de la și, prin urmare, având forma , de unde y \u d , etc Periodicitatea se regăsește astfel nu numai în apariția unor coeficienti identici la anumite intervale, ci și în alternanța reziduurilor Prin urmare} vom vorbi acum nu despre perioade în general, ci despre perioade particulare și perioade de reziduuri Perioada de descompunere y nu atinge întotdeauna acea lungime maximă Γ>(b), pe care, conform cercetării noastre, nu o poate depăși Pentru y și , așa cum arată exemplele noastre, obținem lungimea maximă a perioadei, pentru z - - nu maximul Care este durata perioadei în realitate este o întrebare dificilă și se rezolvă în fiecare caz specific prin calcul direct Cu toate acestea, putem da câteva indicații despre lungimea reală a perioadei B(b) care sunt mai precise decât inegalitatea deja găsită B(b) (b), atunci se obține un singur tabel de perioade, ca, de exemplu, pentru y în paragraful al acestui subiect Dacă, pe de altă parte, Â(ft) (b) = kb(b), ( ) și astfel obținem teorema: Lungimea perioadei k(b) este divizorul ) a fracției y pentru un număr prim p este un divizor al diferenței p - ; am întâlnit deja exemple care ilustrează această lege în calculele noastre: X ( ) = , Â( ) = , A( ) = , Â( ) = Distribuția soldurilor pe diferite perioade poate fi urmărită până la exemplul numitorului Avem: : \u d , (A) Acum întrebarea este: toate coprimele cu de reziduuri sunt incluse aici? Este imediat clar că restul lipsește aici; îl folosim pentru a construi următorul tabel de perioade: : - , (c) ȘI Avem noi rămășițe aici Cel mai mic coprim cu de rest care nu este inclus nici în (A) și nici în (B) este Pe baza lui , obținem un nou tabel de resturi și coeficienti: : = , (s) Dintre cele reziduuri incluse în (A), (B), (C) nu există resturi coprime cu , dintre care sunt cele mai mici Acest lucru ne dă motive să construim un nou tabel: : = , (D) Acum avem de coprime diferite cu de resturi, iar acest lucru epuizează cu adevărat toate resturile posibile, deoarece între și , doar acele numere care sunt divizibile cu sau ') Divizorul impropriu, adică cp (&) însuși, nu este exclus din acest număr FRACȚII DECIMALE PERIODICE cu sau cu ; împarte o treime din toate numerele între și , adică numere În plus, există două numere, și anume și , divizibile cu (am numărat deja dintre numerele divizibile cu ) În total, așadar, în intervalul dintre și există numere care au divizori comuni cu Aceasta înseamnă că în acest interval există - \u d de numere coprime cu numărul Deci, avem f ( ) \u d , X( ) = , adică q>( ) = ( ) Avem aici perioade de resturi și parțiale Din informațiile pe care le-am primit despre durata perioadei, vom trage încă o concluzie importantă; pentru aceasta trebuie să folosim următoarea lemă simplă: Dacă x și k sunt numere întregi pozitive, atunci xk- este divizibil cu x- Această afirmație va deveni imediat evidentă de îndată ce ne amintim progresia geometrică x -|- xr x-x*- , pentru însumarea căreia pur și simplu înmulțim "e cu x - : ( "x-j-x " x * I) (x - ) \u d x * - , mai mult decât atât, atunci când termeni similari se reduc după înmulțire, toți termenii, cu excepția celor extremi, se anulează reciproc Să setăm acum x = , , apoi va rezulta din lemă dat fiind că >( ) - este un divizor al diferenței " - va fi divizorul lui lO'fW- Prin teorema articolului b este un divizor de x! ) - ; de aici rezultă că b este și divizor al lui f( >- Ajungem astfel la următoarea teoremă: Dacă b este coprim la , atunci ' ( ) = : - = = - , - \u d \u d - , e - \u d \u d - ; FRACȚII DECIMALE PERIODICE b - , ■ a În plus, P este colțul exterior al triunghiului QRR' și, prin urmare, P > P' Dar în triunghiul PQR unghiul a a fost ales astfel încât a Eg p Combinând aceste inegalități împreună, avem b a P > P'; de aici rezultă că În triunghiul QRR', latura QR' se află opusă puțului de bază mai mare fi' unghi decât Q/? și, prin urmare, teoreme de geometrie elementară, rezultă că QR' > QR Dacă nu numai punctele R și R', ci și Q și Q' sunt diferite (Fig , b), atunci observăm pe celebru A>' G C=c Orez incompatibil Lasa, )# în primul rând că fiecare dintre aceste perechi de unghiuri însumează până la ° - a, în virtutea teoremei privind suma unghiurilor unui triunghi Prin urmare, inegalitățile p' > p, de exemplu, prima dintre aceste inegalități nu este valabilă (ca în Fig , b), adică P' sg p In acest caz il desenam in patrulaterul QQ'R'R pe cel al diagonalelor care nu imparte unghiul P' si anume Q'R (in cazul lui y'sg y, dimpotriva, trebuie trasat QR') Exact la fel ca în cazul Fig a, demonstrăm mai întâi că Q'R~^>QR Să notăm unghiul Q'RR' cu e Pentru triunghiul PQ'R unghiul e este exterior, deci e > a Deoarece avem deja a > p și P > P', atunci e > > P' Prin urmare, în triunghiul Q'R'R, latura Q'R' se află opusă unui unghi mai mare decât latura Q'R, de unde rezultă că Q'R' Q'R Deoarece am stabilit deja acel Q'R^>QR, obținem Q'R' QR Prin urmare, această inegalitate este valabilă întotdeauna în raport cu Fig , la care revenim acum În cercul dorit k, unghiul a este un unghi înscris pe baza coardei QR; în cercul K acelaşi unghi a se sprijină pe coarda Q'R' Prin urmare, ambele aceste acorduri Q'R' și QR corespund aceluiași unghi central a, CURBURI DE LĂȚIME CONSTANTĂ Suprapunând aceste unghiuri unul peste altul, obținem Fig din care se vede direct că acordurile numite sunt relative se potrivesc ca razele Orez acest cercurile corespunzătoare Dar întrucât Q'P' > QR, atunci raza b a cercului K trebuie să fie mai mare decât raza cercului k, ceea ce trebuia demonstrat Cea mai simplă curbă necirculară de lățime constantă, și anume poligonul Reuleaux, are vârfuri Următoarea teoremă arată că o trăsătură distinctivă a unui poligon îl deosebește de altele R numărul de vârfuri din aceste linii de referință curbe de lățime constantă VII Unghiul de vârf al unei curbe de lățime constantă nu poate fi mai mic de ° - Singura curbă de lățime constantă cu un unghi de vârf de este triunghiul Reuleaux, în care celelalte două unghiuri de vârf au și ° fiecare Dovada La obiectivul de la vârf, schimbăm ca unghiul dintre liniile de referință extreme ale fasciculului de la vârf Dacă (Fig ) unghiul la vârful Q este egal cu D, atunci pentru mănunchiul de linii de sprijin rămâne o gaură de ° - D Perpendiculare restaurate în Q la fiecare fascicul, formează, de asemenea, un fascicul cu aceeași deschidere ° - D, care este măsurat prin unghiul P, QP Fiecare perpendiculară de la punctul Q la punctul opus al curbei are lungimea b (conform Teoremei II) În consecință, vizavi de vârful Q de pe curbă se află un arc PtP al unui cerc cu raza b, corespunzător unghiului central °-D Lungimea coardei P Pr care subtinde acest arc, în virtutea teoremei I, nu poate depăși lățimea curbei b Prin urmare, într-un triunghi isoscel QP P cu laturile egale cu b, baza PrP nu poate fi mai mare decât laturile QP și QP Prin urmare, unghiul de la vârful Q din acest triunghi CURBURI DE LĂȚIME CONSTANTĂ atunci unghiul Pt QP QPt P devine V poate fi egal cu cel mult ° Dar acest unghi PlQP , așa cum sa arătat deja, este de ° - , deci avem ° - °, de unde V ° Deoarece unghiul O corespunde unui vârf Q ales arbitrar, prima parte a teoremei noastre este demonstrată Dacă acum unghiul la vârful O \u d ° este egal cu °, iar triunghiul isoscel este echilateral (Fig ) Atunci lungimea lui P P este exact egală cu b Deoarece această lungime este în același timp egală cu lățimea curbei, ambele drepte de sprijin perpendiculare pe P, P și s trebuie să treacă prin punctele Pg și P De aici suntem convinși că ambele puncte trebuie să fie și vârfurile curbei noastre La urma urmei, sa stabilit deja că segmentul curbei Р Р este un arc de cerc În punctul P, linia de sprijin este nu numai ci și tangenta /, (în punctul PJ la arcul de cerc Aceste drepte de sprijin , și /, formează, după cum este ușor de observat, unghiul intern trebuie fie liniile extreme de sprijin ale nucleului prin P, deoarece unghiul la vârf nu poate fi mai mic de ° Prin urmare, unghiul la vârful P și, de asemenea, la vârful P este exact ° În acest caz, punctele P și P au aceleași proprietăți ca și vârful Q Împotriva lor există arce de cerc cu raza b corespunzătoare unghiurilor centrale de °, dar în acest fel tocmai am obținut un arc triunghi Reuleaux și astfel am demonstrat cel de-al doilea parte a teoremei [' ] Până acum, am construit doar câteva exemple de curbe de lățime constantă Dar proprietățile stabilite în teoremele I-VII se aplică tuturor curbelor de lățime constantă în general, deși în aceste teoreme nu se spune nimic despre existența lor Acum dorim să indicăm o metodă complet generală de construire a curbelor de lățime constantă Datorită acesteia, ne vom face o idee despre toate curbele posibile de tipul specificat Teorema V dă o proprietate deosebit de importantă a acestor curbe Curbele de lățime constantă sunt suficient caracterizate de ani Deci sunt un pachet, trece- CURBURI DE LĂȚIME CONSTANTĂ această proprietate în sensul că jumătatea unei astfel de curbe între două puncte opuse poate fi dată în mod arbitrar, cu condiția să îndeplinească condițiile teoremei V Mai exact, afirmăm următoarele: VII Dacă avem un arc convex *) curbiliniu Γ cu o coardă de lungime b, care are astfel de proprietăți încât ) totul se află între două perpendiculare ridicate pe coarda de la capetele acestui acord și ) este cuprins în întregime de orice cerc cu raza b, care trece prin oricare dintre punctele sale, este tangent în acest punct la linia de referință pentru Г și este situat pe aceeași parte a acestei linii de sprijin cu arcul Г, atunci un astfel de arc poate fi suplimentat la o lățime curbă Să dovedească posibilitatea obţinerii prin oprirea lățimii din arcul Γ găsim oportun să facem un ocol și să dăm mai întâi această dovadă pentru o regiune de lățime constantă; atunci curba dorită de lățime constantă va fi obținută ca limită a regiunii O notă preliminară Dacă sunt date mai multe regiuni, atunci partea din regiune comună tuturor regiunilor date se numește intersecția acestor regiuni De exemplu, intersecția a două cercuri este un arc bicagon (Fig ) Intersecția unui set arbitrar de regiuni convexe este ea însăși în mod necesar convexă Pentru a face acest lucru, este suficient să arătăm că segmentul care unește două puncte aparținând intersecției este el însuși cuprins în întregime în intersecție Dar este evident Într-adevăr, dacă ambele puncte P și Q aparțin intersecției, aceasta înseamnă că aparțin simultan tuturor ariilor din mulțimea dată a acestora Dar convexitatea fiecărei regiuni presupune că, pe lângă punctele Q și P, fiecare dintre ele trebuie să aparțină și întregului segment PQ Prin urmare, segmentul PQ este inclus și asta în mod constant curba de-a lungul ') Adică un arc care delimitează o regiune convexă împreună cu coarda care o subtinde CURBURI DE LĂȚIME CONSTANTĂ § T Orez la toate regiunile convexe ale mulțimii și, prin urmare, aparține și intersecția tuturor acestor regiuni convexe Pentru aceste considerații, este complet indiferent dacă această mulțime conține un număr finit sau infinit de regiuni convexe *) Să fie dat un segment al curbei Γ care îndeplinește condițiile teoremei VIII (Fig ); coarda AB are lungimea b; împreună cu curba Γ limitează regiunea convexă Γ; dreptele s și /, perpendiculare pe AB și care trec prin punctele A și, respectiv, B, sunt drepte de referință pentru orice cerc cu raza b care atinge într-un punct Γ linia de sprijin pentru Γ prin acest punct cuprinde întreaga curbă Γ Să atașăm regiunii G regiunea triunghiulară ABS delimitată de coarda AB, arcul AS al cercului centrat pe B și arcul BS al cercului centrat pe A Notăm acest triunghi arc cu Ga Ambele regiuni convexe G și G formează împreună o regiune convexă G Aceasta din urmă este delimitată de curba Γ și de ambele arce de cerc și BS Să considerăm acum colecția tuturor cercurilor cu raza b ale căror centre se află pe Γ Domeniul G și acest infinit multe cercuri au o intersecție convexă D (umbrită în Fig ) Afirmăm că această intersecție D este o regiune de lățime constantă b, iar segmentul curbei Γ face parte din limita sa În primul rând, intersecția cercurilor cu raza b centrate pe Γ formează o regiune Să desenăm două cercuri cu raza b cu centre în punctele A și B Prin presupunere, Γ se află în fiecare dintre aceste cercuri Partea comună a acestor două cercuri, i e ') Rețineți că, în acest ultim caz, intersecția regiunilor se poate dovedi a nu fi o regiune, ci consta, de exemplu, dintr-un punct sau dintr-un segment, care în mod formal nu contrazice propoziția enunțată, deoarece atât un punct, cât și segmentul poate fi considerat convex Dar pentru scopurile noastre, aceste cazuri sunt nepotrivite, așa că aici luăm în considerare numai astfel de seturi infinite de regiuni, a căror intersecție dă și o regiune (Notă redacției) Curbe de lățime constantă arcul bicagon SATBS, este împărțit de coarda AB în două părți, iar Г se află în întregime în partea inferioară a TAB Evident, distanța dintre oricare două puncte TAB nu este mai mare decât b; și, în special, două puncte din Γ sunt, de asemenea, separate unul de celălalt prin cel mult b Arcul Γ intră astfel în fiecare dintre cercurile luate în considerare și, prin urmare, și în regiunea convexă D Deoarece D este o regiune convexă, orice coardă Γ îi aparține împreună cu Γ Prin urmare, G este o parte a lui D Să arătăm acum că cea mai mare distanță posibilă între punctele domeniului D este b și, deoarece D este inclus în G, adică parțial în Gn și parțial în G , atunci putem vorbi aici fie despre două puncte din G, distanța dintre care tocmai se dovedește nu poate depăși b, sau aproximativ două puncte D din G pentru care este același lucru, sau, în sfârșit, aproximativ două puncte D, dintre care unul, P,, se află în G, celălalt, P , se află în G De asemenea, astfel de două puncte nu pot fi mai îndepărtate unul de celălalt decât prin b Într-adevăr, să unim punctele P și P printr-o linie dreaptă și să o continuăm până când se intersectează cu Γ în punctul P; toate aceste trei puncte vor fi situate pe linie în următoarea succesiune: P, P , P Cercul cu raza b, descris din P, conține D și, prin urmare, aceste trei puncte; prin urmare, P și P se află pe aceeași rază a lungimii b și, prin urmare, distanța dintre ele nu poate depăși această valoare Astfel, lățimea regiunii obținute de noi nu poate depăși valoarea lui b în nicio direcție Să demonstrăm că în orice direcție această lățime este exact egală cu b În direcția AB, lățimea b a fost setată Să considerăm o altă direcție arbitrară și să desenăm ambele drepte de sprijin s perpendiculare pe această direcție și s pe D Una dintre ele, s, are un punct Q în comun cu Г Să restabilim o perpendiculară pe s de lungimea b în acest punct Q Notăm capătul său cu M și dovedim că M va aparține lui D Pentru a face acest lucru, trebuie să dovedim că M se află în G și în toate cercurile de rază b circumscrise în jurul punctelor lui G Aceasta va rezulta din faptul că M este separat de punctele lui G, cel mai bblshee, pe b Într-adevăr, un cerc de rază b, circumscris din M, tangent la s, în G, cuprinde, prin presupunere, întreg acest segment al curbei Γ; aceasta înseamnă că orice punct al lui r este cel mult b departe de u Deoarece, în special, A și B sunt, de asemenea, nu mai mult de NEVOIA BUSOLEI ÎN CONSTRUCȚII decât pe b, atunci M trebuie să se afle în arcul digon SATBS și tocmai în acea jumătate a acestuia care este opusă lui Γ, adică în C , iar punctul A , prin urmare, se află în regiunea G Aceasta dovedește că se află în toate acele zone a căror intersecție este D Prin urmare, M se află în D Deoarece QM este perpendicular pe s și s , iar punctele Q și L aparțin lui D, dreptele de sprijin y și s sunt cel puțin QM=b una de cealaltă Nu poate exista o distanță mai mare între ele, deoarece altfel punctele de contact cu ele ar fi mai îndepărtate unul de celălalt decât prin b și, între timp, în regiunea D, așa cum sa arătat deja, nu pot exista astfel de puncte În acest fel am demonstrat Teorema VIII Cu toate acestea, este ușor de observat că nu numai arcul lui Γ poate fi completat la o altă curbă de lățime constantă, dar că determină în mod unic această curbă În concluzie, fără dovezi, prezentăm încă o proprietate remarcabilă a curbelor noastre Toate curbele de aceeași lățime constantă b au același perimetru constant, care este, prin urmare, egal cu perimetrul unui cerc cu diametrul b Pentru poligoane arc descrise în Sec și , acest lucru ar putea fi demonstrat cu ușurință pe baza asemănării arcurilor de cerc care corespund aceluiași unghi central Cu toate acestea, pentru forma generală a curbelor de lățime constantă, această demonstrație depășește sfera cercetării noastre, deoarece necesită o rafinare a conceptului de lungime a curbei [ ] NEVOIA BUSOLEI ÎN CONSTRUCȚIILE DE GEOMETRIE ELEMENTARĂ Problemele elementare de construcţie geometrică în forma în care se regăsesc încă la Euclid se rezolvă cu ajutorul unei rigle şi unei circulare ]; este chiar obișnuit să se evidențieze geometria elementară în cadrul geometriei generale tocmai pe această bază, adică dacă este posibil să se construiască imagini geometrice folosind o busolă și o linie dreaptă Dar ambele instrumente joacă roluri care nu sunt destul de clar delimitate: multe sarcini pot fi rezolvate alegând unul sau altul Conform studiilor lui Mascheroni și lucrării mult mai timpurii a danezului NEVOIA BUSOLEI ÎN CONSTRUCȚII Matematician Mora (Mohr), te poți descurca complet fără riglă și toate construcțiile care se pot face cu ajutorul unei busole și a unei rigle pot fi realizate cu o singură busolă ') [ S] Jacob Steiner a realizat destul de multe în direcția opusă, arătând că toate construcțiile de geometrie elementară se pot face cu o singură riglă, dacă mai întâi este trasat un cerc constant și este dat centrul acestuia * ) [ ] Este ușor de demonstrat, și acest lucru se va face în cele ce urmează, că un astfel de cerc (fără centru) nu poate fi încă renunțat Vom arăta exact că un cerc constant, al cărui centru este necunoscut, nu este suficient pentru ca toate construcțiile ulterioare să fie realizate cu o singură riglă Două cercuri care nu se intersectează cu centre necunoscute, de asemenea, nu sunt suficiente Dar se știe că două cercuri care se intersectează fără centre sau trei cercuri care se intersectează fără centre pot înlocui un cerc cu un centru în construcțiile lui Steiner (vezi pp - ) Întrucât, conform metodei lui Steiner, toate construcțiile de geometrie elementară pot fi realizate cu riglă, dacă se dă numai un cerc cu centru, atunci este necesar să arătăm că nici într-un cerc dat nouă fără centru, este necesar să arătăm că nici într-un cerc dat nouă, fără centru, se poate realiza toate construcțiile geometriei elementare nici în două cercuri care nu se intersectează nu se pot găsi centre folosind o singură rigle ["] Trebuie, așadar, să dăm două dovezi ale imposibilității Vom face acest lucru presupunând că centrul sau centrele pot fi găsite doar cu o riglă Ajunși la o contradicție în această ipoteză, demonstrăm prin aceasta imposibilitatea unei astfel de construcții În esență, această dovadă prin contradicție se va baza pe principiul cartografierii În primul rând, observăm că presupunerea că este imposibil să găsești centre în două cercuri cu ajutorul unei rigle este mai puternică și conține deja o valoare nesatisfăcătoare ') În acest caz, o linie dreaptă (care, desigur, nu poate fi trasată fără ajutorul unei rigle) este dată de o pereche de puncte; folosind o busolă, este, de asemenea, posibil să găsiți câte puncte doriți pe o linie dreaptă ) Această afirmație a fost făcută pentru prima dată de Poncelet (Poncelet, Trăite des proprietes projectives, Paris, ) Lambert (Freie Perspective, ) trebuie considerat un predecesor și mai timpuriu al lui Steiner în acest gen de cercetare (Notă, traducere) NEVOIA BUSOLEI ÎN CONSTRUCȚII suficiența unui singur cerc fără centru Începem, totuși, cu o problemă legată de un singur cerc Fiind mai simplu din punct de vedere geometric, ne va permite mai degrabă să dezvăluim latura fundamentală a raționamentului nostru Să presupunem că pentru un cerc dat desenat, am reușit într-un fel, folosind o singură riglă, să construim un centru Am trasat, așadar, niște drepte care s-au intersectat cu cercul sau între ele și am conectat din nou unele puncte de intersecție cu drepte Întrucât un punct poate fi fixat numai prin liniile pe care se află, centrul cercului poate fi găsit și doar ca punct de intersecție al unor drepte Figura pe care am construit-o ar trebui să fie formată dintr-un cerc dat și mai multe linii drepte, dintre care două se intersectează în centrul dorit Acum investighăm o mapare specială a acestei figuri, în care cercul este din nou transformat într-un cerc, fiecare linie dreaptă într-o linie dreaptă și fiecare punct de intersecție din nou în punctul de intersecție al liniilor corespunzătoare Există, desigur, foarte multe mapări care îndeplinesc aceste condiții; astfel, de exemplu, este o creștere sau o scădere similară a cifrei Pentru scopurile noastre, totuși, maparea similarității este pur și simplu nepotrivită, dar vom indica • o astfel de mapare, care, deși ia un cerc într-un cerc și orice linie dreaptă într-o linie dreaptă, totuși denaturează complet figura și, mai întâi dintre toate, transformă centrul cercului într-un punct care nu este deja centrul imaginii cercului Dacă reușim să găsim o astfel de mapare, teorema noastră va fi demonstrată, pentru că într-adevăr, oricât de mult ar fi diferit figura mapată de cea originală, ambele aceste figuri sunt destul de egale în ceea ce privește construcțiile efectuate în ele Fiecare operație efectuată în figura inițială, de exemplu, trasarea unei linii, găsirea unui punct de intersecție sau conectarea a două puncte de intersecție ale unei linii, putem efectua și, în plus, în aceeași succesiune în figura afișată, precum și pentru un cerc, iar pentru fiecare linie, iar pentru fiecare punct de intersecție din figura originală, vom avea unul corespunzător în cel afișat Dar din moment ce, conform proprietăților presupuse ale cartografierii noastre, centrul NEVOIA BUSOLEI ÎN CONSTRUCȚII a cercului inițial nu este afișat în centrul cercului afișat, atunci construcția din figura afișată nu poate duce la obiectiv: liniile care se intersectează pe figura inițială din centrul cercului corespund celui afișat linii al căror punct de intersecție nu coincide cu centrul cercului mapat Prin urmare, deși toate construcțiile necesare ar fi realizate pas cu pas în cartografiere pentru a găsi centrul împrejurimi figura, nu au adus ness Dar acest lucru contrazice însuși sensul metodei de construcție În consecință, nu poate exista o astfel de metodă: construcția centrului unui cerc dat fără centru este imposibilă numai cu ajutorul unei rigle Pentru cazul a două cercuri, demonstrația se realizează exact în același mod Numai acum specificați o mapare care are proprietățile specificate O astfel de cartografiere o vom obține cu ajutorul considerațiilor spațiale și anume cu ajutorul proiecției centrale Luați (Fig ) un punct O în afara planului E al figurii noastre și din acest punct O prin fiecare punct P al planului E desenăm o rază Acesta va intersecta planul mapărilor sau planul proiecțiilor E' într-un punct P, imaginea punctului P Similar punctului P, întreaga figură poate fi mapată pe planul E', situată în E Această mapare poate fi considerată ca o umbră aruncată de o figură în £ pe planul £' dintr-un punct luminos O Este evident că orice dreaptă g va fi mapată din nou în linia g' Intr-adevar, multimea tuturor razelor proiectante din O care trec prin puncte individuale este situata in planul (planul proiectant) definit de punctul O si dreapta g; acest plan de la intersectia cu £' trebuie sa dea o dreapta g' Dar proiecția unui cerc, în general, nu mai este un cerc Mulțimea razelor îndreptate de la cercul k spre octogon formează un con și, în cazul general, NEVOIA BUSOLEI ÎN CONSTRUCȚII con circular oblic O linie dreaptă este un astfel de con circular în care linia dreaptă care leagă vârful O cu centrul cercului L este perpendiculară pe planul cercului; toate celelalte conuri circulare se numesc oblice Planul proiecțiilor E' la intersecția cu conul dă o secțiune conică (vezi Subiectul ), care, după cum știți, nu este deloc un cerc Dar pentru scopul nostru, cercul trebuie mapat înapoi la un cerc Acest lucru se poate realiza în două cazuri speciale Primul caz este banal Apare atunci când planele £ și £' sunt paralele Atunci maparea obținută prin proiecție va fi evident o mapare de similaritate, crescând sau descrescând în funcție de faptul că E' se află mai departe sau mai aproape de O decât de E Acest caz, desigur, nu este potrivit pentru scopul nostru, figura nu funcționează aici și, în special, centrul cercului se întoarce la centrul cercului, ceea ce vrem să evităm Celălalt caz este legat de o teoremă, pe care o vom da deocamdată fără dovezi, amânând-o până la sfârșitul acestui capitol, pentru a nu întrerupe cursul raționamentului nostru aici Planul perpendicular pe planul bazei oblicului pentru că nu există distorsiuni Orez con (Fig ) și trecând prin centrul cercului acestei baze și prin vârful conului O, există un plan de simetrie al conului oblic Conține cea mai mică și cea mai mare generatrie a conului OKH și O/ Pp+ P - Pn + sau A = Pіp pn - , luăm p, p din întreaga serie a acestor numere pn numai i termeni și în loc de o expresie M sau N formăm din ei următoarele p-expresii: la=P>P - • -P,-r - , Mg=p,pr p,- ,- - , M,=PiPr- • -Pi-,- - , Ml=PiPr ■ -Pi-G * - b РІи==РіР - • -Pi-rP; - !• În ceea ce privește aceste expresii, precum și despre expresiile luate în considerare de Euclid, se pot face următoarele afirmații: a) niciuna dintre aceste expresii nu este divizibilă cu niciunul dintre numerele plt pr, , Pj t', b) dintre toate aceste expresii, nu mai mult de una poate fi împărțită cu pP Într-adevăr, dacă oricare dintre aceste expresii, de exemplu Pj p; , x - și P -P / - J - L împărțit by rig ar fi apoi împărțit la p; iar diferenţa acestor expresii Pj pf , (x - y), și din moment ce niciunul dintre primii i - factori nu este divizibil cu p(-, diferența x - - y ar trebui să fie divizibilă cu acesta Dar x și y sunt unele dintre numerele din serie , , , , pr, iar diferența a două astfel de numere, chiar și atunci când cel mai mic dintre ele este egal cu , iar cel mai mare p, -, este doar p( - și, prin urmare, în orice caz, mai mic decât pf Astfel, deoarece un număr mai mic nu poate fi înmulțit cu un număr mai mare, diferența x - y nu este divizibilă cu pp, c) în același mod, numai una dintre aceste expresii poate fi divizibilă cu pi + ", doar una dintre ele poate fi divizibilă cu Pi + r, iar m - doar una dintre ele poate fi divizibilă cu pn Ajungem la prima concluzie importantă: dacă numărul de numere p, -, p;+ , • Pn este mai mic decât numărul de expresii Mv , Mpi, adică prin alte mijloace, dacă n-z-{-l este valabilă o inegalitate mai puternică: care s-a bazat pe derivarea itemului , acoperă întotdeauna cel puțin trei tranziții în loc de cele două utilizate, ceea ce permite ne-am extinde derivarea la rădăcina cubă În același timp, este absolut clar că nu poate fi distribuit în continuare direct în același mod Cititorul va fi, desigur, de acord că toată această dovadă nu necesită mai multă pregătire matematică decât primul subiect, adică, de fapt, o fracțiune nesemnificativă din matematica școlară obișnuită și apelează doar la rațiune Ea arată cu atât mai clar cât de bogată intrinsec, cât de dificilă poate fi matematica, nu numai datorită diversității domeniilor individuale pe care le combină și pe care le construiește pentru a atinge un singur scop, ci și în acele cazuri când, renunțând uneori la această diversitate, se procedează din cele mai simple date (ca în cazul analizat - din conceptul de număr prim), creează construcții care uimesc prin adâncimea lor Dacă această ultimă temă le depășește în dificultate pe cele precedente, atunci laitmotivul întregii cărți sună în ea cu atât mai clar și cu mai multă puritate ADULTĂRI ȘI NOTE ['] Euclid (vezi Elementele lui Euclid, Cărțile VII-X, M -L mai mult decât orice număr sugerat de primele numere Matematica greacă se caracterizează prin absența în această formulare a termenului "infinit", care, potrivit anticilor, este inacceptabil în știința exactă [ | Dovada lui Euclid este prima dovadă că o serie de numere prime este nemărginită; există multe dovezi diferite în acest sens acum cunoscute O dovadă ulterioară va fi discutată mai târziu în această carte (vezi Subiectul ) Aici luăm în considerare alte două dovezi foarte simple, diferite atât de demonstrația lui Euclid, cât și de demonstrația lui Euler dată în Subiectul Mai întâi dovada Să facem următoarea serie de numere: - = , * - = , * - = , - = , " - = ( R) - , Pretindem că fiecare două numere din această serie sunt coprime Într-adevăr, luați în considerare două numere ( A)-f- și f- , unde , fe > u a > , există o astfel de valoare N încât pentru x > A loga x p" /, există un astfel de număr (în funcție, desigur, de c) numărul A, încât toate numerele [A(f *], unde x este număr natural, sunt prime, în Wright a demonstrat că existența unui astfel de număr A încât toate numerele [ A], ( ' '], [ '] etc sunt prime (vezi E Trost, Numerele prime, p ); În , celebrul matematician polonez W Sierpinski a demonstrat existența unui astfel de număr A încât al n-lea număr prim pn poate fi scris prin formula '*-A|, iar în același timp o formulă similară a fost obținută de matematicianul danez Bang, etc Cu toate acestea, toate aceste rezultate sunt ineficiente și nu permit descoperirea de noi numere prime: toate implică un număr A, care nu poate fi specificat exact (sau găsirea care în sine necesită cunoașterea tuturor numerelor prime) ['] O remarcă despre opiniile lui Spengler este dezvoltată mai detaliat de O Teplitz în articolul său "Mathematics and Antiquity" din Die Antike , , pp - Punctul de vedere conform căruia originile matematicii moderne sunt realizările (și parțial eșecurile) oamenilor de știință greci este argumentat și de celebrul matematician german W Blaschke în articolul "Grec G A* ADULTĂRI ȘI NOTE cerul și geometria vizuală", vezi colecția "Educația matematică", vol , , p - ; emisiune , , p - [ | Această soluție la problema minimă (de a găsi un sistem care să conțină cel mai mic număr posibil de rute) este ineficientă, adică nu indică imediat sistemul optim de rute; se bazează în esenţă pe existenţa unui sistem optim Problemele conexe sunt discutate în Subiectul (p ) Menționăm doar că metoda folosită aici nu este asociată cu nicio dificultate datorită faptului că numărul total de sisteme de rute posibile, în care fiecare rută constă dintr-un număr întreg de segmente închise între două puncte de intersecție (adică sistemul nu conține "puncte de transfer" suplimentare precum punctul /? din Fig ) este finit și, prin urmare, este clar că dintre aceste sisteme există unul sau mai multe care conțin cel mai mic număr de trasee (vezi comparația cu problema celui mai tânăr elev din text) a cărții) De asemenea, observăm că interpretând problema noastră pe exemplul unei rețele de căi ferate urbane, poate apărea ideea că rețeaua de curbe este în mod necesar situată în același plan Cu toate acestea, pe fondul problemei, acest lucru nu este deloc necesar aici; toate cele de mai sus sunt valabile și pentru o rețea spațială de curbe În acest sens, tema , care are o oarecare asemănare exterioară cu cea de față, este fundamental complet diferită de ea; mult mai aproape de acest subiect este binecunoscuta problemă a caracterizării unor astfel de rețele de linii care pot fi desenate cu o singură mișcare a pixului, fără a lua pixul de pe hârtie și fără a trasa aceeași linie de două ori (vezi, de exemplu, D O , N N Chentsov, I M Yaglom, Probleme alese și teoreme ale matematicii elementare, partea a -a, M , Gostekhizdat, , problema ) ['] Vezi "Începuturile" lui Euclid, cărțile I-VI, M -L , Gostekhizdat, , cartea VI, teza , p |ІС| De asemenea, rezultă din aceasta că perimetrul unui pătrat este mai mic decât perimetrul oricărui dreptunghi nepătrat de aceeași zonă (cf mai jos, pp - ) ["] În schimb, din inegalitatea ( ) (pentru care sunt cunoscute multe dovezi diferite), urmează teorema noastră geometrică În mod similar, teorema privind media aritmetică și media geometrică a trei mărimi: (vezi, de exemplu, D O Shklyarsky, N N Chentsov, I M Yag-lom, Selected Problems and Theorems of Elementary Mathematics, Part , M , Fizmatgiz , , problema ) poate fi formulat ca o afirmație că a tuturor paralelipipedelor dreptunghiulare cu o sumă dată de lungimi de muchii, cubul are cel mai mare volum [ j] Toate concluziile noastre se aplică și triunghiurilor înscrise într-o elipsă Rolul unui triunghi regulat este jucat în acest caz de unul pentru care tangenta la elipsa de la vârful triunghiului este paralelă cu latura opusă acestui vârf ADULTĂRI ȘI NOTE ["] O privire de ansamblu asupra proprietăților similare ale poligoanelor regulate este dată în § , cap Am cartea L Feyesh Tot, Locații pe plan, pe sferă și în spațiu, M , Fizmatgiz, Vezi și literatura indicată în notele la subiectul [ ] Pentru spusele lui Anaxagoras, vezi Diels, Fragmente ale dosocraticilor (Diels "Fragmente der Vorsokratiker" , nr , OT, ed a II-a, p B) Vezi afirmaţiile lui Platon în "Legile" sale (VII ds - sv) [ ] Prima dovadă nu se găsește la niciunul dintre matematicienii greci, deși după tipul ei ar fi trebuit să le cunoască și probabil că era de fapt cunoscută Euclid îl are pe al doilea (vezi "Începuturile" lui Euclid, cărțile VII-X, Moscova-L , Gostekh-izdat, , cartea X, teza ; corolar, p ); o indicație a lui Aristotel în "Analytica prologa" ( a b și a ) sugerează că această dovadă a fost cunoscută cu mult înainte de Euclid Uneori, pasajul matematic de la începutul lui Platon Theaetetus este înțeles ca însemnând că la început grecii au folosit prima metodă pentru a demonstra iraționalitatea lui Y și abia mai târziu (Teetetus) a găsit a doua metodă [ c] O discuție despre problema incomensurabilității diagonalei unui pătrat cu latura sa și a numerelor iraționale poate fi găsită în articolul lui GM Fikhtengol'ts, Numere iraționale în școala secundară, Sat Educație matematică, numărul , [, J G A Schwarz (N A Schwarz, - ) este un cunoscut matematician german, specialist în analiză matematică și teoria funcției; are, de asemenea, contribuții majore la așa-numita "problema izoperimetrică" (vezi Subiectul de mai jos) și generalizările acesteia [ ] Acest lucru se datorează principiului general al lui Fermat (care joacă un rol extrem de important în fizică), conform căruia o rază de lumină alege întotdeauna o astfel de cale încât să ajungă la destinație în cel mai scurt timp posibil De asemenea, legea refracției luminii se supune acestui principiu (a se vedea, de exemplu, D O Shklyarsky, N N Chentsov, I M Yaglom, Probleme și teoreme selectate , partea , problema și nota Pentru ea) [ІB] Vezi G A Schwarz, Collected Works (N A Schwarz, Ges Abh , II, pp - ), de asemenea J Steiner, Works (J Steiner " Werke, II, pp - ); Steiner afirmă această teoremă simultan atât pentru triunghiuri plate, cât și pentru triunghiuri sferice Cerința ca triunghiul să fie în unghi ascuțit este în mod evident necesară, deoarece numai într-un astfel de triunghi triunghiul format de bazele altitudinilor se află în întregime în interiorul triunghiului original Într-un triunghi obtuz, triunghiul D, format din bazele înălțimilor, nu ar fi înscris în sensul propriu al cuvântului (într-un triunghi dreptunghic s-ar degenera într-un segment) În demonstrația lui Schwarz, această cerință este exprimată în faptul că triunghiul format din bazele înălțimilor este deja presupus a fi înscris, ceea ce este folosit în esență în raționamentele ulterioare Dacă triunghiul este în unghi drept sau obtuz, atunci cel mai mic "triunghi" înscris de-a lungul perimetrului este degenerat - reprezintă ADULTĂRI ȘI NOTE înălțimea triunghiului luată de două ori, coborâtă de la cel mai mare unghi (Fig , perimetrul oricărui triunghi înscris în ABC este mai mare decât înălțimea CG luată de două ori, dar există triunghiuri înscrise în ABC al căror perimetru este arbitrar apropiat de CG) Despre acest subiect, a se vedea, de exemplu, D O Shklyar-skiy, N N Chentsov și I M Yaglom, Selected Problems and Theorems , Part , Problem c), a cărui decizie conține jumătate de o analiză amănunțită a tuturor cazurilor care pot apărea în căutarea unui triunghi cu cel mai mic perimetru posibil ale cărui vârfuri aparțin a trei drepte date (nu formând neapărat un triunghi) De asemenea, este interesant de remarcat diferența dintre această problemă și problema similară a găsirii Z? B'^ - Orez a unui patrulater cu cel mai mic perimetru posibil înscris într-un patrulater dat Rezolvarea acestei probleme poate fi abordată prin aceleași metode care au fost aplicate de G A Schwartz pentru a găsi un triunghi cu cel mai mic perimetru posibil, dar rezultatul obținut va fi complet diferit Într-adevăr, luăm în considerare patrulaterul ABCD și patrulaterul PQRS înscris în el (Fig ); apoi reflectați secvențial desenul dvs din laturile AB (în plus, ABCD va intra în ABCD '), BC (în plus, ABCD' va intra în A'BC'D"), C'D" (și A'BC'D" va merge intrați în A"B' C'D") și D"A" (prin care A"B'C'D" devine A"B"C"D") Este clar că dacă trebuie să găsim un patrulater cu cel mai mic perimetru posibil înscris în ABCD, al cărui vârfuri coincide cu un punct dat P, atunci pentru a rezolva această problemă, este necesar să conectăm punctul P al laturii AD cu punctul corespunzător P' "al laturii A" B "\ dacă linia PP'" intersectează laturile AB, BC și CD" ale patrulaterelor rezultate, atunci va determina patrulaterul înscris necesar PQRS (vezi Fig ), dar dacă PP" nu intersectează toate aceste segmente, atunci "cuadrilateralul" dorit va fi degenerat Pentru a găsi un patrulater cu perimetrul absolut cel mai mic înscris în ABCD, trebuie să alegem și un punct P în așa fel încât segmentul P P "' corespunzător acestuia să fie cel mai mic Dar dacă PQRS este un patrulater care oferă o soluție pentru o problemă auxiliară (cu un punct dat P), atunci laturile sale formează aceleași unghiuri cu laturile AB, BC și CD ale patrulaterului (în Fig Z PQA = £BQR' = £BQR-, £QRB = £ SRC, deoarece £QR'B = £S"R'C' = £S'R'C; Z RSC=/PSD, deoarece £R'S"C' = - / P'"S" D"= / P"S" D") Și întrucât patrulaterul dorit PQRS este și cel mai mic dintre toate patrulaterele înscrise cu un vârf Q fix, laturile sale, în virtutea acelorași considerații, formează aceleași unghiuri cu laturile BC, CD și DA ale patrulaterului original Astfel, concluzionăm că dacă există doar o soluție a problemei, atunci (în notația din Fig ) ADULTĂRI ȘI NOTE /csr=/dsp; Vom nota cele patru perechi de unghiuri egale cu numerele , , și Acum rămâne doar de observat că / A - ° - £ - / , £B = \ ° - £ - £ , / C = \ v - / - / și L^> - = ° - £ - £ , de unde rezultă că Z^ + ZC=ZS + ZD= °-(Zi + Z + Z + Z ) Astfel, vedem că dacă numai problema găsirii unui patrulater cu cel mai mic perimetru posibil înscris în ABCD are o soluție (adică, patrulaterul dorit PQRS nu este Orez este degenerat), atunci sumele unghiurilor opuse ale patrulaterului ABCD sunt egale, adică un cerc poate fi circumscris în jurul ABCD De asemenea, observăm că, așa cum este ușor de observat direct din Fig , patrulaterul BC'D"A' se obţine din patrulaterul BCDA prin rotirea în jurul vârfului B prin unghiul £ B; patrulaterul D"A"B"C" se obţine din patrulaterul D"A'C' B prin rotirea în jurul punctului D" prin unghiul ^ În cazul nostru, suma / B / D este egală cu °; de aici rezultă că patrulaterul A"B"C'D" este paralel cu ABCD și, în special, A"D"^AD Aceasta din urmă înseamnă că, indiferent de alegerea punctului P pe latura AD, segmentul PP '" va avea aceeași lungime, astfel, începând din orice punct P al laturii AD (astfel încât segmentul PP "' corespunzător acestuia ADULTĂRI ȘI NOTE intersectează segmentele AB, BC kC'D"), ajungem la un patrulater înscris PQRS de același perimetru Astfel, se poate susține că numai dacă există cel puțin un patrulater PQRS nedegenerat înscris în ABCD și având un perimetru nedepășind perimetrul tuturor celorlalte patrulatere înscrise în ABCD patrulatere, atunci există o infinitate de astfel de patrulatere (Fig ) În mod similar, se poate demonstra că problema se încadrează într-un dat n-gon n-gon JD Orez cel mai mic perimetru posibil pentru n impar va avea într-o clasă suficient de largă de cazuri o soluție unică nedegenerată; căci chiar n n însă va fi întotdeauna imposibil (adică va duce numai la poligoane degenerate) sau nedefinit (având infinit de soluții) p'*] Acutețea triunghiului de aici se datorează faptului că unghiul U'AU" iar AB nu se bazează pe credincios și pentru non- ÎN N / E&C / /\\/ \\i ld x \ / y \ \ ■xDі \ \ \ mai puțin de două drepte, iar punctele de intersecție M, N ale dreptei U'C cu AC '" se află pe aceste laturi (și prelungirile lor) În același mod, înălțimea E a înălțimii scăzute din A se află pe latura BC, și prelungirea ei, deoarece triunghiul ascuțit Un avantaj serios al demonstrației lui Fejér față de cea a lui Schwarz este că rămâne geometria clidiană, în care demonstrația lui Schwarz este inaplicabilă, deoarece aceasta din urmă folosește teorema că suma unghiurilor unui triunghi este egală cu două drepte, iar conceptul de paralelism este folosit în sensul geometriei euclidiene Dovada lui Fejér se aplică, în special, și triunghiurilor sferice Să încheiem cu o altă demonstrație elegantă a teoremei asupra unui triunghi cu cel mai mic perimetru posibil înscris într-un triunghi ascuțit, bazată pe o idee complet diferită Să demonstrăm în primul rând că laturile in absenta CU L/ Orez ale căror raze unui triunghi, vârfurile sunt bazele înălțimilor triunghiului, sunt perpendiculare pe cercul circumscris trasat la vârfurile triunghiului Într-adevăr, dacă E și F sunt bazele înălțimilor AE și BF ale triunghiului ABC (Fig ), atunci L AEC L BFC (la două unghiuri egale) ADULTĂRI ȘI NOTE și, prin urmare, = ; dar de aici rezultă că /\CEP /\CAB CE C/ și / CEF - / C AB Pe de altă parte, dacă MN este tangentă la cercul circumscris triunghiului la vârful C, atunci / NCB = / A (ambele unghiuri sunt măsurate cu jumătate din arcul BC al cercului) și, prin urmare, FE\\ MN J OC (unde O este centrul cercului circumscris) ; la fel, se dovedește că FG J OA, GE JOB Să comparăm acum triunghiul EFG cu un alt triunghi EtFtGt înscris în triunghiul ABC Rețineți că, deoarece diagonalele EF și OC ale patrulaterului OECF sunt reciproc perpendiculare, atunci SOECf=j C-EF = ±R-EF ( ? este raza cercului circumscris; este clar că ^Dods -EQ-R, S£\oFE=-^ FQ-R, unde Q este punctul de intersecție al lui EF și OC) Pe de alta parte, SOE,CF, OC-EF = RE,^ (căci dacă EtP și FtPt sunt înălțimile triunghiurilor OEfi și OFfi, Qt este punctul de intersecție dintre EJ\ și OC, atunci S^OElC - ~ EyP-R^ - E,Qi-R, Szsof,c -E,P,-R sgy FtQt-R) Ținând cont de relații similare legate de patrulaterele OFAG și OFtAGv OGBE și OG^BE, obținem: S&ABC - $OECF + SoFĂG + $OGBE ~ = ± r ef + ±r-fg + -^rge-rief+fg+ge) ȘI SE,ABC = SOG,CF,-i-SOF,AG,-[- SOGtBE, -F^,-ț- + r G e =| r ^ + fa + g^i)- De aici rezultă că EF + FG + GA este deja posibil să se descurce cu opt cuburi text, E Landau În , Yu V Linnik a demonstrat că A ( )em ; pe de altă parte, este ușor să arăți că există în mod arbitrar w^)= ft+ - >: nu depaseste (atunci ( ) - da IV ( ) = ) b- ANEXA II NOTE numere întregi mari care nu pot fi reprezentate ca sumă a cuburi de numere întregi Astfel, avem inegalitățile M( ) > și A/( ) > , decalajul enervant între care încă nu a fost umplut; există o presupunere că M( ) = În mod similar, a fost posibil să se demonstreze că ( ) = sU (și nu numai că A ( ) ^ , așa cum au arătat Hardy și Littlewood la vremea lor); pe de altă parte, este ușor de verificat că M( ) > (nici un număr de forma A - nu poate fi reprezentat ca o sumă de puteri a patra de numere întregi) Aici mai avem încă lucrările cu inegalitatea dublă care merită evaluate de sus marimile M(k), care nu puteau fi obtinute decat folosind metode foarte subtile ale teoriei numerelor moderne (cf I V Arnold, Teoria numerelor, pp - ; A A Bukhshtab, Teoria numerelor, pp si ; ) De asemenea, observăm că, similar cu problema lui Waring, se poate pune și problema reprezentării numerelor raționale prin sume de puteri ale numerelor raționale În termeni generali, această problemă este foarte complexă, dar în unele cazuri speciale poate fi rezolvată relativ simplu Astfel, de exemplu, se poate demonstra că fiecare număr rațional pozitiv poate fi reprezentat ca suma cuburilor a trei numere raționale pozitive - pe de altă parte, nu orice număr rațional poate fi reprezentat ca suma a două cuburi de numere raționale , deci acest rezultat nu poate fi îmbunătățit (a se vedea, de exemplu, D O Shklyarsky, N N Chentsov, I M Yaglom, Probleme și teoreme selectate partea , problema și nota la această problemă) În concluzie, subliniem că problema lui Waring nu este singura generalizare a rezultatului clasic asupra reprezentării fiecărui număr întreg ca sumă a patru pătrate de numere întregi Pătratele ("numere pătrate") sunt asociate cu o figură geometrică - un pătrat; această legătură se exprimă prin faptul că pătratele de puncte construite (vezi Fig ) vor conține succesiv Orez , , , , , n , puncte În mod similar, dacă construim triunghiuri regulate din puncte (Fig ), atunci vom obține, succesiv, , , , n (n H ~ ), puncte Dacă noi bu- dem în același mod pentru a forma pentagoane regulate ADULTĂRI ȘI NOTE (Fig ), atunci obținem , , , , P, puncte Acest procesul definește "numere triunghiulare", "numere pentagonale" și alte tipuri de așa-numite "numere ondulate" Este ușor de observat că "numărul t-coal" determinat în mod similar este suma membrilor unei progresii aritmetice cu primul membru și diferența k - ; deci al n-lea ^-număr de cărbune este -H * - ) - (/ g - ) - - • ■ + (" - ) (fe - ) \u d " [(/ g ~ ) P Fermat a pus problema reprezentării tuturor numerelor naturale ca o sumă de numere triunghiulare sau numere pentagonale, sau în general k-numere de cărbune, unde k este fix; pentru t = ajungem la problema reprezentării unui număr prin sume de pătrate Această problemă generală s-a dovedit a fi mult mai simplă decât problema lui Waring; Aici avem următoarea teoremă extrem de elegantă, cunoscută încă de la P Fermat - fiecare număr natural poate fi reprezentat ca o sumă de k sau un număr mai mic de numere k-cărbune (pentru prima dată a fost publicată demonstrarea acestei teoreme) de O Cauchy în ) [' ] Este ușor de observat că orice curbă de tipul descris în fig (o curbă care conține puncte "triple" sau puncte de o multiplicitate și mai mare), poate fi transformată într-o curbă cu doar puncte duble printr-o ușoară deformare a secțiunilor sale individuale Această remarcă deschide calea extinderii teoremei care se dovedește la curbe de tipul prezentat în Fig ; noi, însă, nu ne oprim aici ["| Vezi scrierile lui Gauss (Gauss' Werke, p , - ) Dovada acestei teoreme este disponibilă de la Yu ADULTĂRI ȘI NOTE Orez (Julius V Sz Nagy, Mathem Zeitschr p - , în special - ); cu toate acestea, el a formulat și a dovedit-o oarecum altfel decât în textul cărții ["] Faptul că o curbă închisă fără puncte duble împarte planul în două părți, interioară și exterioară, nu este deloc evident Mai mult, această teoremă nu este valabilă pentru toate suprafețele: este incorectă, de exemplu, pe suprafața unei gogoși - pe un tor format prin rotirea unui cerc în jurul unei linii drepte care o intersectează și este situată în același plan ( Fig ) În teoremă, deci, trebuie stipulat că se referă la plan, iar sub această formă trebuie demonstrat (vezi, de exemplu, R Kurt p a u t i G Robbins, What is Mathematics, M -L , Gostekhizdat, , pp - și - , unde această teoremă este discutată și dovedită pentru poligoane) Dovada a fost dată pentru prima dată de celebrul matematician francez K-Jordan (C Jordan), după care această teoremă se numește teorema lui Jordan, iar curba cu proprietatea indicată, curba Jordan, iar după Jordan - de mulți alți oameni de știință ( vezi, în special, E I Vol'pert, An elementary proof of Jordan's theorem, Uspekhi Mat ) Deoarece teorema lui Jordan nu se menține pe torus, toate argumentele noastre pentru aceasta nu se găsesc Într-adevăr, pe tor se poate indica o curbă cu două puncte duble situate în secvența , așa cum se arată în Fig [ ] Pentru nodurile alternante, vezi în primul rând Tait, Trin-sactions of the Edinburgh Philos Societatea , p ( ) Prezentat în fig , totuși, nodul poate fi, totuși, transformat prin deformare fără a rupe firul într-o buclă de trefoil (Kleeblattsch-linge), adică într-un nod alternativ Dar nu fiecare nod poate fi deformat într-unul alternativ Bankwitz (S Bankwitz) A dat un exemplu de nod care nu poate fi deformat într-unul alternativ [Math App , p ( )] Întrebările apropiate de conținutul subiectelor și sunt explorate de Petersen [J Petersen "Die Theorie der regularen Graphs", Acta Mathematica , , pp - ] ["] Iată un alt exemplu și mai simplu de același fel Luați în considerare mulțimea tuturor numerelor pare posibile; făcând acest lucru, ajungem la expansiuni = - = - , , , , nu mai este posibilă extinderea suplimentară a factorilor (adică aceste numere sunt considerate "simple") unde nu există niciunul dintre numerele din produsul par al zonei mele ANEXA II NOTE [ С] Vezi "Începuturile" lui Euclid, cărțile VII-X, M -L , Gostekhizdat, , teza din cartea IX, p Iată o altă demonstrație simplă a aceleiași teoreme Să fie numere care pot fi factorizate în factori primi în două moduri esențial diferite; N este cel mai mic dintre ele: V = PiP -Pfe = , b > ) și, prin urmare, dați-ne infinit de valori posibile pentru f, e, k Prin urmare, există o infinitate de poliedre de tip tor topologic regulate (Este ceva mai dificil de verificat că hărțile regulate cu o pereche de valori n = , m = sunt suprapuse pe suprafața torului În acest caz, pentru f, e, k, obținem, prin fel, un sistem de valori: f = , e - , fe = , menționat în Subiectul , punctul în legătură cu problema culorilor aplicate pe suprafața unui tor ) ADULTĂRI ȘI NOTE Niciuna dintre aceste poliedre nu poate fi corectată în sensul geometriei metrice Într-adevăr, pentru n - , m - fețele laterale patrulatere ale unui astfel de poliedru trebuie să fie pătrate Dar patru pătrate în jurul unui punct sunt situate în același plan și nu formează niciun unghi solid Adăugând la ele cât mai multe pătrate noi după aceleași reguli, nu vom obține niciodată o suprafață care să limiteze corpul, ci vom continua doar același plan În mod similar, pentru n - , m = , trei hexagoane regulate în jurul unui punct sunt situate în același plan Pentru n = , m = , șase triunghiuri echilaterale sunt situate în același plan și nu formează un unghi solid Pe scurt, remarcăm așadar că: în primul rând, printre poliedre echivalente topologic cu o minge, există doar cinci tipuri topologic regulate, iar aceasta este o caracteristică tocmai a acestui tip de poliedre, în timp ce există o infinitate de poliedre de tip tor topologic regulate, în al doilea rând, corectitudinea topologică nu implică deloc corectitudinea metrică Pentru poliedre sub formă de tor, de exemplu, o astfel de conexiune nu există Dacă, totuși, cinci poliedre topologic regulate de tip bilă pot fi construite și regulate metric, atunci acest lucru este posibil numai pe baza unor proprietăți suplimentare ale acestui tip de suprafață, studiate prin metodele geometriei metrice O analiză detaliată a întrebării ridicate aici despre poliedre regulate de diferite tipuri topologice este dată în lucrarea lui V A Efremovici, Poliedre regulate, disertație pentru gradul de candidat de fizică și matematică Științe, Moscova, Universitatea de Stat din Moscova, (vezi și V A Efremovici, Poliedre regulate, Rapoarte ale Academiei de Științe a URSS , nr , , pp - ) | c] Vezi "Începuturile" lui Euclid, cărțile XI-XV, M -L , Gostekhizdat, , cartea XIII, precum și J-Adamar, Elementary Geometry, vol , M , Uchpedgiz, , p - , sau D I Perepelkin, Curs de geometrie elementară, partea a -a, Moscova-Leningrad, Gostekhizdat, , pp - O generalizare a problemei găsirii tuturor poliedrelor regulate este problema așa-numitelor poliedre semiregulate Cu această ocazie, vezi cartea indicată de D I Perepelkin, pp - O listă completă a tuturor tipurilor de poliedre (Arhimede) semi-regulate este disponibilă în cartea lui L A Lyusternik, Convex Figures and Polyhedra, Moscova, Gostekhizdat, [ ] Iată o altă derivație a formulelor ( ) - ( ) pentru numerele pitagorice În primul rând, observăm că întrebarea soluțiilor întregi ale ecuației ar-|- = c (a, b, c sunt necunoscute!) este evident echivalentă cu problema descompunerii numărului în suma pătrate a două numere raționale: = nu y (legătura dintre aceste două probleme este dată de egalitățile: a b \ , Y - - )> sau problema enumerării tuturor punctelor raţionale (puncte cu coordonate raţionale) ale cercului unitar xl-\-y = (Fig ) Conectăm orice punct rațional P (x, y) al cercului cu punctul Q ( , - ) al intersecției cercului cu axa y Ecuația unei linii drepte QP care decupează un segment pe axa y ADULTĂRI ȘI NOTE OQ ~ - , poate fi scris ca y = kx - , unde coeficientul unghiular k este rațional (deoarece fe = , unde x și y sunt coor raționale dinate ale punctului P) Pe de altă parte, fiecare linie y=kx - , Orez unde k este rațional, intersectează cercul în puncte raționale ale căror coordonate se găsesc din sistemul de ecuații x -\-y = , y = kx - , Astfel, ne asigurăm că toate punctele raționale ale cercului x -ț- y - sunt găsite prin formule k X~k -]-l ' k - k + ' unde k = este rațional, sau, ceea ce este același, conform formulelor Dar ultimele formule conduc direct la formulele ( )-( ) Formulele ( ) - ( ) pot fi folosite ca bază pentru o serie de probleme mai complexe, constând în găsirea de triunghiuri dreptunghiulare cu laturile exprimate în numere întregi (triunghiuri pitagoreice) care îndeplinesc anumite condiții suplimentare (de exemplu, condiția ca două laturile triunghiului sunt exprimate în numere întregi consecutive sau astfel încât o sută ADULTĂRI ȘI NOTE roia era un pătrat transpirat) Cea mai cunoscută dintre problemele de acest fel este problema (foarte dificilă!) a lui P Fermat despre găsirea numerelor pitagorice astfel încât lungimea ipotenuzei c și suma lungimilor catetelor a- \-b sunt pătrate perfecte, această problemă are infinit de soluții, dintre care cea mai mică este următoarea: a = , b = , c = (aici c \u d ( ) r și a + b - ( ) r) ■ O privire de ansamblu asupra chestiunii numerelor pitagorice este cuprinsă în cartea: V Serpinsky, Pythagore Triangles, Moscova, Uchpedgiz, , care are în vedere și o serie de probleme legate de problema luată aici, vezi și V Litzman, The Teorema lui Pitagora, M , Fizmatgiz, , § [ ] Referitor la celebra problemă Fermat formulată aici și istoria ei, vezi cartea: A Ya-Kh Inchin, Ultima teoremă a lui Fermat, M -L , ONTI, , precum și cartea lui V Litzman, citat în nota anterioară, § [ ] În prezent, matematicienii americani, pe baza metodelor lui Kummer și folosind calculatoare electronice moderne, au dovedit afirmația lui Fermat pentru toți n > până la n - inclusiv [ yT" se pot indica astfel de numere iraționale ("e proaste") w care nu va mai avea loc o astfel de împrejurare Dovada acestei teoreme este disponibilă, de exemplu, în articolul: A Ya- Xinchin, Elementele teoriei numerelor, Enciclopedia matematicii elementare, vol , Moscova-Leningrad, Gostekhizdat, , pp - De asemenea, observăm că problema naturii aproximării numerelor iraționale prin fracții raționale este foarte strâns legată de natura algebrică a acestor numere; deci, de exemplu, rădăcinile ecuațiilor de gradul , în general, sunt mai bine aproximate prin fracții raționale decât rădăcinile ecuațiilor pătratice și așa-numitele numere "transcendentale", care nu sunt rădăcini ale vreunei ecuații algebrice cu numere întregi coeficienții (astfel de numere includ, de exemplu, numărul n) este mai bun decât rădăcinile oricărei ecuații; pe această cale, însăși existența numerelor transcendentale a fost dovedită pentru prima dată Vezi cap IV al articolului de mai sus A Ya- Khinchinali R Courant și G Robbins, What is Mathematics, M -L , Gostekhizdat, , pp - [m] Invertorul lui Poselle a fost descoperit independent și de studentul Lipkiny din Sankt Petersburg (Leningrad), care a preluat această sarcină la sugestia lui P L Chebyshev Abia după ce Cebyshev le-a spus prietenilor săi francezi despre descoperirea lui Lipkin, aceștia și-au îndreptat atenția asupra lucrării identice (și anterioare) a lui Posellier, care inițial au trecut complet neobservate [ss] Referitor la inversare, vezi, de exemplu, J-Adamar, Elementary Geometry, Part I, M , Uchpedgiz, , cap V completări la cartea a -a; D I Perepelkin, Curs de geometrie elementară, Moscova-Leningrad, Gostekhizdat, , §§ - ; I M Ya gl om, Transformări geometrice, II, M , Gostekhizdat, , cap Și partea ADULTĂRI ȘI NOTE [ ] Vezi G Koenigs "Lețons de Cinematique", Paris, , p - Iată și alte metode, dar mai complexe, de obținere a mișcării rectilinie ["] Vezi "Începuturile" lui Euclid, cărțile VII - X, M -L , Gostekhizdat, , cartea a IX-a, teza (p ): până la cei până când întreaga sumă totală [lor] devine primul [număr prim; cu alte cuvinte, Euclid propune să se formeze suma -|- -[- -[- "~* = = " - astfel încât această sumă să fie un număr prim] și întreaga mulțime înmulțită cu ultimul [ număr], produce ceva, atunci [numărul] rezultat va fi perfect [S ] În prezent, există numere perfecte cunoscute; cel mai mare dintre acestea este numărul -( - ), care conține aproximativ de zecimale Acest număr (precum și seria de numere pare perfecte care l-a precedat) a fost descoperit folosind un computer electronic Vezi cu această ocazie nota lui I Ya , , p - [ss] Cf I M Vinogradov, Fundamentele teoriei numerelor, Moscova, Gostekhizdat, , § cap II [""] Dovada dată aici a nemărginirii unei serii de numere prime se bazează pe următoarea formulă Euler, dovedită în esență în textul cărții: +y+t+t+-+^+- = - - * - ' - ' -і'іІ-Г" ' unde produsul din partea dreaptă a egalității este extins la toate numerele prime Deoarece există o valoare infinit de mare în partea stângă a acestei egalități, deoarece seria -[ -J- -u-f- ••• diverge (dacă vreți să faceți demonstrația complet riguroasă fără a folosi doctrina seriei și produselor infinite, trebuie să raționați așa cum se face în textul cărții), atunci numărul primelor trebuie să fie infinit (altfel ar exista un număr rațional finit în dreapta) În mod similar, se poate argumenta că pentru orice k ~ *+ s*+p+ ••• + ^ r+ ••• = * * * și* ~ * - ' * - ' * - ' * - * * - " " ' această formulă, stabilită tot de Euler, joacă un rol foarte important în studiul legilor de distribuție a numerelor prime ADULTĂRI ȘI NOTE Observăm acum că, așa cum a arătat deja Euler, - - -J- - - - i Zg -G -G ••• "G pg "G- • unde l este raportul dintre circumferință și diametru (vezi, de exemplu, L M Yaglom și I M Yaglom, Probleme non-elementare într-o prezentare elementară, Moscova, Gostekhizdat, , problema ); de aici și din iraționalitatea numărului n mai rezultă că seria primelor m este nemărginită (pentru că altfel numărul irațional ar fi egal cu numărul rațional Z II - - - - - unde p este ultimul număr prim) | ] Iată un alt exemplu expresiv: argumentând, ca în text, am putea, din faptul că orice număr natural n > poate fi mărit prin pătrat, iar nu poate fi crescut în acest fel, să tragem o concluzie absurdă că unul este cel mai mare număr natural [° ] O discuție extinsă a întregii game de întrebări este disponibilă în cap Cartea VII; R Courant și G Robbins, Ce este matematica, M -L, Gostekhizdat, [ ] O discuție mai detaliată a cazurilor în care este posibil, fără riscul de a greși, folosirea unor raționamente de tipul cu care începe acest subiect este dată în Suplimentul la carte: I M M -L , Gostekhizdat, Im] În comentariul lui Simplicius la opera lui Aristotel ("De coelo", ediția academică de la Berlin, VII, p ) se spune că Arhimede și Zenodor au dovedit - și acest lucru era cunoscut chiar înainte de Aristotel - că un cerc între plate figurile din același perimetru au cea mai mare suprafață, iar o minge dintre corpurile care au aceeași suprafață are cel mai mare volum [ ] Așa-numita "problemă izoperimetrică" luată în considerare în acest subiect, diversele sale dovezi (inclusiv cele lipsite de dezavantajele indicate în text), consecințele și generalizările sunt consacrate unei cărți speciale: D A Kryzha Nevsky, Isoperimeters, M , Fizmatgiz, La sfârșitul acestei cărți este indicată și altă literatură legată de această temă, din care remarcăm în mod special Ch VII a cărţii amintite în repetate rânduri: R Courant şi G Robbins, What is Mathematics; cap Cărțile X, VIII și parțial XI D Poyya, Mathematics and plausible reasoning, M , IL, ; § (și parțial și § ) și din cartea deja menționată: I M Yaglom și V G Boltyansky, Convex Figures, precum și § din articolul istoric și matematic de V Blaschke, Greek and Visual Geometry, colecția "Mathematical Education" , vol , și o carte complet diferită de acest subiect în metodele sale: L A Lyusternik, Cele mai scurte linii, M , Gostekhizdat, , în special cap v ADULTĂRI ȘI NOTE [ ] Numărul <p(n) depinde de n și se numește funcție Euler în teoria numerelor Evident, <p(n) ar putea fi definit și ca numărul de fracții regulate ireductibile cu numitorul n Dacă p, q, r, sunt toți divizori primi diferiți ai lui n, atunci în general p - - F(") = " Dovada acestei teoreme poate fi găsită în orice manual de teorie elementară a numerelor (de exemplu, I V Arnold, Theory of Numbers, M " Uchpedgiz, , § , A A Bukhshtab, Theory of Numbers M , Uchpedgiz, , cap ); vezi, de asemenea, A M Yaglom și I M Yaglom, Probleme non-elementare într-o prezentare elementară, Moscova, Gostekhizdat, , problema [ ] În legătură cu problemele ridicate aici, a se vedea, de exemplu, cartea: A Lem și, From periodic decimal fractions to number theory (A Leman "Von periodischen Dezimalbruch zur Zahlentheorie" BG Teubner Mathematisch-physikalische Bibliothek, nr ) În "Disquisitiones anthmeticae" (art - ) Gauss a acordat atenție și fracțiilor periodice, dar în prezentarea lor folosește pe larg datele teoriei numerelor, dezvoltate de el în capitolele anterioare ale aceleiași lucrări Vezi și § din cartea deja amintită: IV Arnold, Teoria numerelor ["] Un cerc care trece prin punctele A și B poate fi definit ca locul punctului M astfel încât unghiul direcționat dintre liniile MA și MB, adică unghiul luat pozitiv sau negativ, în funcție de direcția de rotație de la MA la Direcția de rotație MB este în sensul acelor de ceasornic sau coincide cu această direcție [Referitor la unghiurile direcționate, vezi, de exemplu, soluțiile problemelor scrise de D I Perepelkin pentru cartea: Zh [ B| Această definiție a curbelor de lățime constantă duce la gândul firesc de a considera curbele care se pot roti liber, să zicem, într-un triunghi obișnuit, atingând tot timpul cu toate laturile triunghiului (așa-numitele curbe D, care au foarte multe în comun cu curbele de lățime constantă), sau într-un n-gon regulat, unde n este dat, sau într-un n-gon neregulat Referitor la întrebările care apar aici, a se vedea I M Yaglom și V G Boltyansky, Convex Figures, Moscova-Leningrad, Gostekhizdat, , § |'°] Condiția ca o curbă de lățime constantă să fie convexă este, strict vorbind, de prisos Într-adevăr, este posibil să se demonstreze că orice curbă Jordan (vezi pp - ) de lățime constantă trebuie să fie convexă, dar din cauza dificultăților pe care le implică o descriere precisă a conceptului de curbă Jordan, această dovadă nu va fi inevitabil deosebit de simplu ["[ Proprietatea unei curbe de lățime constantă exprimată în Teorema IV este valabilă și poate fi demonstrată pentru toate curbele convexe (vezi I M Yaglom și V G Boltyanskii, Convex Figures, § ) [ І] Triunghiul Reuleaux din mai multe privințe este curba "extremă" de lățime constantă și are un număr de "maximum" și "mi ADULTĂRI ȘI NOTE proprietăţi minime" Deci, de exemplu, se poate dovedi că dintre toate curbele cu o lățime constantă dată, triunghiul Reuleaux are cel mai mare cerc de închidere (cf Subiectul ) sau limitează cea mai mică zonă (vezi I M Yagl om și V G Boltyansky, Convex Figures, problemele și , ) ["| În ceea ce privește demonstrarea acestei teoreme (așa-numita teoremă Barbier), a se vedea, de exemplu, L A Lyusternik, Figuri convexe și poliedre, Moscova, Gostekhizdat, , § , și I M Ya gl om și V G Boltyansky, Figuri convexe, soluții la Problemele , și § din ultima carte conține destul de mult material despre teoria curbelor de lățime constantă, care completează în mare măsură prezentarea subiectului de față [ ] Referitor la sensul exact al acestei afirmații, a se vedea, de exemplu, D I Perepelkin, Construcții geometrice în școala secundară, Moscova, Uchpedgiz, , § cap eu ["] În prefața cărții sale Geometria busolei, Lorenzo Mascheroni [Lorenzo Mascheroni ( - ), La geometria del compasso, Pavia, ] spune că a preluat construcții numai cu ajutorul unei busole, începând iniţial din nevoi practice Din diferite motive, construcțiile realizate de busolă sunt mult mai precise decât construcțiile riglei - o împrejurare pe care, după cum știa Mascheroni, astronomii o folosesc atunci când marchează cu precizie cercurile divizoare ale instrumentelor lor Ca urmare a unui studiu profund al acestui tip de construcție, Mascheroni a ajuns ulterior la concluzia că toate problemele lui Euclid pot fi rezolvate cu o singură busolă Mascheroni furnizează cartea sa cu o dedicație lui Napoleon, în care îl laudă pe eliberatorul Italiei de Sus La rândul său, Napoleon, la întoarcerea sa din Italia (într-un discurs din decembrie ), a atras atenția academicienilor francezi asupra "Geometria busolei", care era încă necunoscută în Franța la acea vreme Din , Mascheroni a fost membru al comisiei internaționale de metrică din Paris Despre matematicianul danez Georg Mohr [născut în la Copenhaga, murit în la Kislingswald lângă Görlitz, unde și-a petrecut ultimii doi ani din viață ca oaspete alături de prietenul său, celebrul matematician Walter Tschirnhaus (Walter ѵ Tsschirnhaus)] știm doar din cartea sa "Danish Euclid" ("Euclides Danicus", Amsterdam, ), descoperită întâmplător în de celebrul geometru danez Hjelmslev într-o librărie second-hand din Copenhaga; Prima parte a acestei cărți este dedicată acestei probleme [Totuși, recent a existat un raport că s-a găsit o altă carte a lui G Mohr ] Euclidul danez este acum republicat (Kobenhavn, ) de Societatea Științifică Regală Daneză și furnizat cu o traducere în germană de Julius Păi Referitor la demonstrarea rezultatului Mohr-Mascheroni, vezi, de exemplu, Pi Courant și G Robbins, What is Mathematics, M -L , Gostekhizdat, , pp - ; I M Yaglom, Transformări geometrice, II, Moscova, Gostekhizdat, , p ; B I Argunov și M B Balk, Construcții geometrice pe plan, Moscova, Uchpedgiz, , p - ; A Adler, Teoria construcțiilor geometrice, Leningrad, Uchpedgiz, , cap III ADULTĂRI ȘI NOTE ['•] Jacob Steiner ( - ), elvețian de naștere, și-a început activitatea, încurajat la început de frații Wilhelm și Alexander Humboldt, la Berlin, unde timp de câțiva ani a predat într-o școală secundară, suferind inconvenient cunoscut asociat cu absența are studii superioare; din І a preluat postul de profesor universitar și a fost ales membru al Academiei de Științe Pentru o schiță biografică a lui, a se vedea, de exemplu, în cartea: D A Kryzhanovsky, Isoperimeters, M , Fizmatgiz, , și în cartea: J Steiner, "Construcții geometrice realizate folosind o linie dreaptă și un cerc constant" , M , Uchpedgiz, ; ultimul Schniga este dedicat în mod special problemei luate în considerare aici Referitor la demonstrarea rezultatului declarat al lui Steiner [ar fi mai corect să spunem Poncelet-Steiner; Jean Victor Poncelet ( - ) - un remarcabil geometru francez, creator al geometriei proiective] vezi, pe lângă cartea sus-menționată a lui Steiner, și cărțile mai sus menționate de R Courant și G Robbins, p - ; I M Ya gl om și, p - ; B I Argunova și M B Balka, p - ; A Adler, cap II ["] Problema posibilității de a determina centrul unui cerc folosind doar o riglă a fost pusă pentru prima dată de remarcabilul matematician german de la sfârșitul ultimului și începutul acestui secol, David Hilbert (D Hilbert); a propus și o metodă de rezolvare a acestei probleme Aceste idei au fost dezvoltate în continuare în lucrarea elevului său D Cauer (Detlef Cauer, Uber die Konstruktion des Mittelpunktes eines Kreises mit dem Lineal, Math Ann , , pp - și , , pp - ) ["] Se poate dovedi chiar că un cerc S poate fi proiectat într-un alt cerc S' în așa fel încât centrul O al cercului S să treacă merge la un punct O' dat arbitrar în interiorul S' Vezi cu această ocazie IM Yaglom, Transformări geometrice, II, § , cap din partea a treia, care conține o prezentare ușor diferită a problemelor luate aici ["] Acest raționament presupune că cercurile în cauză nu sunt concentrice Într-adevăr, în caz contrar, segmentele KrK și LtL ar avea un punct de mijloc comun W și punctul O s-ar încadra în Orez pe perpendiculara pe planul KiL L Kt în punctul ІГ; conurile noastre nu ar fi oblice, ci drepte, iar secțiunile conjugate nu ar diferi de secțiunile circulare originale Această împrejurare nu este întâmplătoare: pentru două cercuri concentrice Sj și S , este imposibil să se precizeze o centrală ADULTĂRI ȘI NOTE o proiecție care îi duce înapoi la cercurile SI și S și centrul lor comun într-un punct care nu este centrul lui S (sau S ) Acest lucru se stabilește cel mai ușor arătând că centrul comun a două cercuri St și S , cunoscute a fi concentrice, poate fi găsit cu o singură riglă Construcția corespunzătoare este prezentată în Fig , unde AB și ABt sunt tangente desenate la cercul S din punctul A al cercului S, (vom discuta mai jos problema construirii acestor tangente cu ajutorul unei rigle separat); VL, tangentă la S trasă din punctul B; linia dreaptă PQ care leagă punctele de intersecție ABt și BAV AAt și BS, trece prin centrul comunitar S, n S , deoarece este axa de simetrie din Fig ; în mod similar, se poate construi un alt diametru P, Q, cercuri S și S, a cărui intersecție cu PQ determină centrul dorit O Construcția unei linii de tangente AM și AN la cercul S, care trece printr-un punct dat A, este prezentată în Fig ; aici A \LS; U și V sunt punctele de intersecție și L' sunt punctele de intersecție ale UV cu cercul În ceea ce privește demonstrarea corectitudinii acestei construcții, a se vedea, de exemplu, Adamar, Elementary Geometry, Part , Moscow, Uchpedgiz, , Ch IV completări la cartea a treia; I M Ya g-scrap, Transformări geometrice, II, problema și AKiLt sunt secante arbitrare ale lui A'A și LKt, KKi și LL^ M ADULTĂRI ȘI NOTE linia dreaptă DD', datorită simetriei, a celei de-a doua perechi de coarde paralele l ÎN' Orez [ D] Ambele cazuri pe care le-am analizat se referă la cercuri care nu se intersectează O încercare de a găsi o mapare prin intermediul proiecției centrale, tot pentru două cercuri care se intersectează, nu duce la obiectiv O astfel de mapare ar indica imposibilitatea construirii centrului cercului folosind doar o riglă, în timp ce în cazul a două cercuri care se intersectează, așa cum sa menționat la sfârșitul secțiunii , o astfel de construcție este fezabilă Orez arată cum, având două coarde paralele AA' şi CC', se poate găsi diametrul: trece prin centru Prin urmare, cu ajutorul, se poate găsi diametrul Sopon, care, în secțiunea n cu primul, va da centrul dorit Ideea acum se reduce la construirea a două coarde paralele doar cu ajutorul unei rigle O modalitate extrem de simplă de astfel de construcție este prezentată în rps Să fie trasată arbitrar coarda AA' într-unul din cercurile date nouă Să tragem din A liniile LHB și BS'C și, respectiv, din A' liniile A'S'B' și B'S'C Punctele C și C' găsite în acest fel vor fi capetele acordului CC Paralel cu AA' Paralelismul acestor coarde poate fi verificat direct prin examinarea unghiurilor indicate în figură prin numerele І\- Unghiurile și sunt egale ca înscrise, bazate pe același arc Îe; din același motiv / = / , / = / Unghiurile și , respectiv și sunt egale cu verticale În virtutea egalității tuturor acestor unghiuri, obținem că și / = / Și deoarece aceste unghiuri sunt încrucișate în interior la dreapta AC, concluzionăm că dreptele AA' și CC sunt paralele Construcția a trei cercuri care nu se intersectează cu ajutorul unei linii de centre este vizibil mai complicată decât cele conturate și necesită cunoașterea unor teorii geometrice mai dificile O astfel de construcție poate fi găsită, de exemplu, la Cauer (vezi nota ["]) [ ] Lucrarea lui Bonse se află în Arhiv d Matematică u Fiz ( ), , , p - M Denn este un matematician german celebru Vezi și R Remak, ibid ( ), , , CȚp - În prezent, știința a mers într-adevăr mult mai departe decât afirmația că pn + i < pn, dar încă nu suficient de departe pentru a decide, să zicem, întrebarea dacă este întotdeauna între două pătrate consecutive, de exemplu și , sau între și , trebuie să existe cel puțin un număr prim EDITURA DE STAT LITERATURA FIZICĂ ȘI MATEMATICĂ FIZMATGIZ BIBLIOTECA CERCULUI MATEMATIC Emisiune D O Shklyarsky, N N Chentsov și I M Yaglom, Probleme și teoreme ale matematicii elementare, partea Aritmetică și algebră Emisiune D O Shklyarskii, N N Chentsov și I M Yaglom, Probleme și teoreme ale matematicii elementare, Partea Geometrie (Planimetrie) Emisiune D O Shklyarskii, N N Chentsov și I M Yaglom, Probleme și teoreme ale matematicii elementare, Partea Geometrie (stereometrie) Emisiune I M Yaglom și V G Boltyanskii, Convex Figures Emisiune A M Yaglom și I M Yaglom, Probleme non-elementare într-o prezentare elementară Emisiune E B Dynkin și V A Uspenskii, Convorbiri matematice Emisiune I M Yaglom, Transformări geometrice, I Mișcări și transformări de similaritate Emisiune I M Yaglom, Transformări geometrice, II Transformări liniare și circulare Emisiune M B Balk, Aplicații geometrice ale conceptului de centru de greutate Emisiune G Rademacher și O Teplitz, Numbers and Figures Experiențe de gândire matematică 